Modelowanie przeptywu cieczy przez o  srodki porowate
Wyktad Xl

Zagadnienia przeptywu wody pod ci  $nieniem.
11.1 Plaski fundament zapory wodnej na warstwie o n  iesko Aczonej mi gzszo$ci.

Na przepuszczalnej warstwie o wspoétczynniku filtracji k, ograniczonej linig AD spoczywa
fundament zapory wodnej na odcinku BC.

¥

Rys. 63. Schemat zagadnienia przeptywu pod fundamen  tem zapory wodne;j.

Po lewej stronie (patrz rys.63) zapory znajduje sie zbiornik wody, w ktérym poziom wody ponad
terenem wynosi Hi. Po prawej stronie mamy koryto rzeki, przy czym poziom wody ponad teren w
przekroju (rys. 7.53) wynosi Hx. Wzdluz poétprostych AB i CD mamy do czynienia z brzegiem
przepuszczalnym, wiec skladowa styczna predkosci do tych brzegdw jest réwna zeru:

v,=0;v, #0. (0.1)

Natomiast dla brzegu BC mamy do czynienia z brzegiem nieprzepuszczalnym, wiec skladowa
normalna do tego brzegu jest réwna zeru:

v, =0;v, 20. (0.2)

Wiemy ponadtoze dlax — *oo lub y - oo obydwie skladowe pdkaosci v winny
dazy¢ do zera, wic predkos¢ zespolona w:

w=v,-1v, (0.3)

powinna rowniez dgzy¢ do zera, czyli:

limw=0, (0.4)
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Warunki brzegowe zadania dajg sie przedstawi¢ w prostej postaci przy pomocy sktadowych predkosci
(0.1), (0.2), wiec bedziemy poszukiwali funkcji potencjatu zespolonego w sposob posredni, poprzez
okreslenie najpierw funkcji predkosci zespolonej w.

Przyjmujac uktad wspotrzednych, jak na rys. 7.53, widzimy zgodnie z (0.1) i (0.2), ze:

-dla |><| <b w ma warto$é rzeczywista,

- dla |X| >b w ma warto$¢ urojong.

Przyjmijmy wstepnie, ze funkcja predkosci zespolonej wyraza sie wzorem:

w=+b-z. (0.5)

Funkcja W ma wartosci rzeczywiste dla Z = X < b iwartosci urojonedla Z=x>D.
Funkcja ta spetnia warunki brzegowe dla dodatniej p6tosi X, natomiast nie spetnia ich dla pétosi ujemnej
X.

Przyjmijmy nastepnie, ze funkcja W réwna sie:

W=4b+2z (0.6)

i ma wartosci rzeczywiste dla Z = x > b iurojonadla Z = x < b, spetnia wiec warunki dla ujemnej
pétosi x, natomiast nie spetnia warunku brzegowego dla dodatniej pétosi x. Latwo sprawdzi¢, ze funkcja
powstata z iloczynu funkcji (0.5) i (0.6):

w=+b? - 7 (0.7)

przyjmuje wartosci rzeczywiste dla |><I < b oraz wartosci urojone dla |XI > b, spetnia wiec dwa pierwsze

warunki brzegowe (0.1) i (0.2). Nie spetnia natomiast warunku trzeciego (0.4), ktéry zakiada, ze
predkos¢ zespolona ,w” powinna by¢ réwna zero dla z — o . Powyzszy warunek i warunki brzegowe
(0.1) i (0.2) spetnia natomiast funkcja:

M
W= —— (0.8)

Joi -7

gdzie: M - to wielko$¢é zespolona stafa.

Funkcja (0.8) nie jest jedyng spetniajgcg warunki (0.1), (0.2), (0.4), jednakze, jak to wykazemy pdzniej,
jest jedyng, ktéra odpowiada warunkom okreslonym przez nasze zadanie. Gdy przemnozymy funkcje
(0.8) przez funkcje wymierng z rzeczywistymi wspoétczynnikami € i &, ktorej stopien licznika nie
przewyzsza stopnia mianownika w postaci:

(z-c)'

(z-a)"

gdzie N <m orazn i mto liczby naturalne rzeczywiste otrzymamy funkcje predkosci zespolonej w
postaci:

M(z-c)"

(z-a)"Vb? -2

Funkcja ta spetnia warunki brzegowe (0.1), (0.2), (0.4). Posiada ona jednak dodatkowe wiasnosci w
punktach x =¢, ¥ =0i x =a, y =0. Przyjmijmy réwniez na przyktad, ze @ = b .

W= (0.9)



Przechodzc do granicy w punktach x=b, y=0 z lewej i prawej strony wektor gakosci
powinien obroai si¢ o kat g W rozpatrywanym przypadku obraca s kat %+%7T.

Zaktadajc |aj<botrzymamy w punkcie x =a, y =0 dodatkowy punkt osobliwy pod

fundamentem zapory wodn®jozna wykazac, ze przy n=0 i m=1 jest to wtedy punktowe zrodto wody
lub dren. Funkcja ta jest wykorzystana w zadaniach z rurg drenazowg, usytuowang pod fundamentem
budowli pietrzacej. Funkcja (0.9) moze stanowi¢ podstawe do budowy rozwigzan zagadnien
brzegowych bardziej ztozonych od rozpatrywanego w tym podrozdziale.

Wyznaczymy obecnie funkcje potencjatu zespolonego Q . Korzystajgc z zaleznosci:

dQ
W=_
dz

i ze wzoru (7.169) dostajemy:
Q:¢+iW:fwdz+N.

Po scatkowaniu funkcji predko$ci zespolonej okreslonej wzorem (0.8) otrzymujemy funkcje potencjatu
zespolonego Q w postaci:

Q=M arcsiné +N. (0.10)

Sprawdzmy obecnie, czy stosujgc wzor Christoffela — Schwarza, czyli metode odwzorowan
konforemnych uzyskamy dla rozpatrywanego przypadku takg samg funkcje potencjatu zespolonego Q
. W tym celu musimy okresli¢ obszar filtracji na ptaszczyznie zespolonej Q dzieki znajomosci warunkéw
brzegowych zagadnienia. Jak wida¢ to na rys. 7.54, obszar ten jest ograniczony prostymi WY =0 oraz
potprostymi okreslonymi réwnaniami @ =0 i ® =—kH . Punkty charakterystyczne pokazane na
rysunku 7.54 A, B, C, D oraz punkt okreslajgcy poczatek ukiadu odniesienia O majg swoje miejsce na
ptaszczyznie Q.
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Rys. 7.54. Odwzorowanie obszaru filtracji na ptaszc ~ zyznie potencjatu zespolonego Q.

Punkty charakterystyczne A, B, C, D i punkt 0 znajdujg sie zaréwno na ptaszczyznie Q, jak rowniez
na ptaszczyznie z, mozna wiec skorzysta¢ ze wzoru Christoffela — Schwarza i wyznaczyé réwnanie

potencjatu zespolonego Q . Dla utatwienia rozwazan przepiszmy ten wzoér ponizej:



Z=/|//j. ot +N.

ap a,

o(t-a) n (t-a,) 7 (t-a,) "

Zauwazymy na wstepie, ze rozpatrywany przez nas obszar na ptaszczyznie Q ma postaé wielokata, w
ktorym wystepujg dwa katy @, i @, przy wierzchotkach B i C. Na ptaszczyznie zmiennej zespolonej z

mamy natomiast do czynienia z potptaszczyzna. Katy przy wierzchotkach A i D, pomija sie gdyz na
ptaszczyznie zmiennej zespolonej z odpowiada im odcieta oo zgodnie z wtasciwoscig catki Christoffela
— Schwarza. Odpowiednie warto$ci w powyzszym wzorze beda nastepujgce:

a1:—b,aZ:b,alzl—zT,aZ:I—zT,z:Q,t:z. (0.11)

Po uwzglednieniu tych wartosci we wzorze Christoffela — Schwarza przedstawimy go w postaci:
dz
1

2+b)2 (z-b)?

Q:Mj +N, 0.12)
°(

co prowadzi do nastepujgcej postaci funkcji potencjatu zespolonego Q :

Q=-iM arcsin§+ N. (0.13)

Otrzymalismy wiec posta¢ funkcji potencjatu zespolonego w postaci nieco réznigcej sie od uzyskanej
drogg ,intuicyjng” (0.10). Pokazemy, ze obydwie postacie tego rozwigzania sg ekwiwalentne i prowadzg
do identycznej siatki hydrodynamicznej przeptywu.

Aby okresli¢ funkcje potencjatu zespolonego Q, nalezy wyznaczy¢ statle M i N dla obydwu
postaci rozwigzania. Wiemy, ze funkcja potencjatu predkosci réwna sie:

¢=—k(i+y]+c,

w

gdzie: C — dowolna stata zalezna od przyjecia przez nas poziomu powierzchni odniesienia potencjatu
predkosci P .

Przyjmijmy statg C w taki sposéb, aby wzdluz poziomu wody w rzece (wzdtuz brzegu CD)
funkcja potencjatlu ® byta réwna zero. Zatozywszy przy tym, ze ci$nienie atmosferyczne p, =0,

obliczamy:

-kH,+C=0.
Stad:
C=kH,

Mozemy ostatecznie stwierdzi¢, ze funkcja ® wyraza sie wzorem:

w

®= _k[i +(y- HZ)] (0.14)

Obliczamy ® wzdtuz brzegu AB.



Dy = _k(Hl - Hz)-
Okreslajac réznice H, —H ,przez H  dostajemy:

®,, = —kH (0.15)

m-

Funkcja pradu wzdtuz fundamentu BC rowna sie dowolnej statej, przyjmujgc jednakze, ze stata ta jest
réwna zeru mamy:

W, =0. (0.16)

Na podstawie przeprowadzonych wyzej rozwazan, mozemy stwierdzi¢, ze w punkcie B o wspétrzednych

x=-b,y=0

W=0 i ®=-kH_, (0.17)

m
natomiast w punkcie C o wspotrzednych x =6, y =0:

Ww=0 i ®=0. (0.18)

Podstawiajgc zwigzki (0.17) i (0.18) do wzoru (0.10) dostajemy ukiad réwnan:

M +N =0,
2

0o 3 (0.19)
7;M+N:4M

m*

Po rozwigzaniu tego ukfadu réwnan algebraicznych dostajemy:

y =Kt
an (0.20)
N=—""2=".
2
Podstawiajgc state M i N do wzoru (0.10) otrzymujemy:
kH,, : ’_( zj kH,,
Q= arcsin — |- (0.21)
T b 2

lub po wykorzystaniu wiasnosci funkcji trygonometrycznych mozemy funkcje potencjatu zespolonego
zapisac inaczej:

kH ., z
Q= arccos-. (0.22)
Vg b

Analogicznie, korzystajgc z tych samych warunkéw (0.17) i (0.18), mozemy obliczy¢é state dla
rozwigzania w postaci wzoru (0.13).
Dostajemy dla tego przypadku ukitad rownan:



-iM +N =0,
z ktérego otrzymujemy state:
P PO
Vg 2

(0.23)

(0.24)

Po podstawieniu tych statych do wzoru (0.13) dostajemy doktadnie takg sama postac funkcji potencjatu

zespolonego Q jak we wzorze Btad! Nie mo zna odnale z¢ zrodta odwotania. :

kH,, ’_(zj kH,,
Q= arcsin — |— )
Vi b 2

PokazaliSmy wiec, ze obydwie drogi rozumowania prowadzg do jednakowego wyniku.
Przeksztalcajgc wzoér (0.22) mamy:

78
z=bcos—. (0.25)
kH

m

Wstawiajgc Q =@ +iW oraz z = X +iy mozemy stwierdzi¢, ze zaleznos¢ (0.25) ma postac:

: OB/
X+iy=bcogd —+i—— |. (0.26)
{ka kaj
Oznaczajgc:
o =® oraz i =g, (0.27)
kH ., kH .,
mamy:
x+iy:bc05(CT>+qu). (0.28)

Wiedzac na podstawie tablic matematycznych [Rizik, Gradstein, 1964] lub programéw matematycznych,

ze:
cos(CT>+qu) = cosb cobW +i sid simb,
rownanie (0.28) mozna zapisa¢ w postaci:

x+iy =bcosdPcosh® +ib sind sirh¥, (0.29)

a stad po przeniesieniu wszystkich cztonéw réwnania na jedng strone réwnania i korzystajgc z faktu,
ze rownanie (0.29) jest woéwczas spetnione, gdy czes¢ rzeczywista i urojona jest rowna zeru, dostajemy

dwa zwigzki:

x=bcos® coh\¥, (0.30)



y =bsin® sinh¥ . (0.31)

Obliczajac ze zwigzku (0.31) Sin® :

sinb=—Y _
bsinhy
oraz ze zwigzku (0.30) cos CTD :
cosb=— > _
bcoshW

a takze ktadac:
sin?® +cos ® =1,
dostajemy réwnanie:

2 2

S y -
b?cosh®¥  b? silhW

(0.32)

Dla réznych wartosci ‘TJ =const réwnanie (0.32) reprezentuje linie pragdu przeptywajgcej cieczy w
osrodku gruntowym. Sg to elipsy o ogniskach w punktach X, = bCOSh(qJ) i X, = bsinh(@) :

Wyznaczajac nastepnie ze zwigzkéw (0.30) i (0.31) funkcje cosh@i sinh¥ i korzystajac z réwnania
dla funkcji hiperbolicznych:

sinh®® - coh®P = - : (0.33)
dostajemy réwnanie;
X2 y2
= - ——=1 (0.34)
b’cos® b?sin®®
=y




Rys. 7.55. Izolinie funkcji @ =const i W =const reprezentuj ace siatk ¢ hydrodynamiczn a
przeptywu.

Dla kolejnych, gdy —77< ® <0, réwnanie (0.34) opisujg izolinie reprezentujgce w przestrzeni
powierzchnie ekwipotencjalne. Sa nimi hiperbole. Ukfad linii prgdu opisanych rownaniami (7.281) dla
0<W< o iizolinii reprezentujgcych powierzchnie ekwipotencjalne opisanych réwnaniami (0.34)
tworzg siatke hydrodynamiczng przeptywu, ktérg dla rozpatrywanego przypadku przedstawiono na rys.
7.55.

OkresImy nastepnie sktadowe predkosci V w obszarze filtracji. Predkos¢ zespolona wyraza sie
wzorem:

kH
W= m__ (0.35)
b -7
wiec:
. kH _
Vv, —iv, = ——— (0.36)

-2

Rozdzielajac prawg strone réwnania na czesci rzeczywistg i urojong, a nastepnie przenoszac wszystkie
wyrazenia na jedng strone, dostaniemy rownanie, z ktérego mozemy bezposrednio wyznaczy¢

sktadowe Vi v, predkosci filtracji. Dostajemy:

kH, i\/(bz_)(24_)/2)2_‘_4_)(2}/2_‘_02_)(2_'_-1/2

v, = 0.37

2 (bZ—X2+y2)2+4X2y2 (0.37)
P \/(bz—X2+}/2)2+4X2y2—b2+X2—y2

v, =F—2 . , (0.38)
w2 (bZ—X2+y2) +ax?y?

przy czym znak — bierzemy dla X >0, a znak + bierzemydla x <O0.

Dla przyktadu na rys. 7.56 i 7.57 przedstawiono wykresy predkosci V, i v, na kilku poziomach
y=0,26,y=0,4% y= 0,6 y= 0,8 y=>b,zaktadajac, ze H,, =50m, k =10*m /s oraz
b =100m.

| =



2N 2iv
Rys. 7.56. Rozkiad sktadowej TX predko sci filtracji pod fundamentem budowli pi  etrzacej

a)dla y=0,2b,b) y=0,4b,c) y=0,6b,d) y=0,8) y=0b;

(obliczenia i wykres — Mathematica 5).

Uy

1.3

Rys. 7.57. Rozkiad sktadowej Ty predko Sci filtracji pod fundamentem budowli pi  etrzacej

a)dla y=0,2b,b)dla y=0,4b,c)dla y=0,6b,d)dla y=0,80,e)dla y =b;

(obliczenia i wykres — Mathematica 5).

Korzystajgc z wyrazen (7.286) i (7.287) mozemy wyznaczy¢ wektorowe pole predkosci, ktére dla
ograniczonego wycinka przedstawiono na rys. 7.43
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Rys.7.58. Pole pr edko sci filtracji pod fundamentem budowli pi  etrzacej;
(obliczenia i wykres — Mathematica 5).

Réwnanie izotach otrzymamy obliczajac:

Sl ,2 2 _

V| = V& +V5 = const, (0.39)
a réwnanie izoklin:

Vy

— =tg¢ =const. (0.40)
VX



Interesujacy jest rozktad predkosci wzdtuz brzegu AD. Wzory na sktadowe V, i vV, mozemy uzyskac
bezposrednio ze wzordw (0.37) i ((0.38), podstawiajgc w nich y = 0.
Wzdtuz fundamentu predkosc¢ filtracji rowna jest sktadowej poziomej predkosci i wynosi:

kH.,
v = (0.41)

o -xe

Wzdtuz powierzchni przepuszczalnych predkosc filtracji rowna jest sktadowej pionowej \Z i wynosi:

v, =Signum(x)* _ Ky : (0.42)

TNb? - x?

AV

wykres Vy wykres vV wykres V y

A b [TT00@ X

Rys. 7.59. Rozkiad pr edko $ci przeptywu wzdtu z brzegu AD.

Rozktad predkosci wzdtuz brzegu AD przedstawiono na rysunku 7.59. Jak wida¢ z rysunku, w poblizu
punktow X = xb warto$¢ predkosci dgzy do +co. Wynik ten jest rezultatem stosowania liniowego
prawa przeptywu Darcy’'ego. W rzeczywistosci po przekroczeniu pewnej wartodci spadku
hydraulicznego przeptywu prawo filtracji jest nieliniowe. Przedstawiona powyzej metodologia
rozwigzania problemu nie pozwala jednakze na uwzglednienie nieliniowego prawa przeptywu.

Do obliczen statecznosci zap6r wodnych istotny jest rozklad cisnien pod fundamentem budowli,
wywotany przeptywem filtracyjnym.

Przepiszmy wz6r (0.30):

xzbcosl7CD coh das :
kH ., kH .,
Poniewaz wzdtuz fundamentu:
y=0, ¥=0,
dostajemy:
X= bcosﬂ . (0.43)

kH

10



Oznaczajgc przez "h” wysokos¢ hydrauliczng w dolnym punkcie obszaru filtracji, mamy:

® =kh. (0.44)

Podstawiajgc (0.44) do (0.43), dostajemy:

H,, X
=—™arccos-.
Vid b

Poniewaz wzdtuz fundamentu budowli pietrzacej Y = 0, cisnienie p réwna sie:
H X
p=yh= marccos6 : (0.45)
Y/

Rozktad cisnien wzdtuz fundamentu zapory przedstawiono na rys. 7.60.

-1z f/p 2b

e

o)

Rys. 7.60. Rozkiad ci $nienia pod fundamentem budowli pi  etrzace;.

Uzyskany rozkiad cidnienia pozwala na obliczenie wypadkowej sity parcia na fundament budowli
pietrzacej. Mozna wykazaé, ze wielkos¢ ta jest rowna wielkosci parcia, gdy przyjmiemy rozklad cisnienia
w postaci trojkgta. Istotng réznicg jest miejsce potozenia wypadkowej. Znajduje sie ono w wiekszej
odlegtosci od prawego brzegu fundamentu budowli pietrzacej, wiec moment wywracajgcy wynikajacy z
dziatania tej sity jest wiekszy niz w przypadku przyjecia rozktadu trojkgtnego cisnienia cieczy na
fundament.

Dla petnego obrazu omawianego klasycznego rozwigzania optywu fundamentu budowli
pietrzacej przedstawimy sposob obliczenia wydatku przeptywajacego pod jej fundamentem. Oczywiscie
catkowity wydatek jest nieskonczony, poniewaz warstwa ma nieskonczong migzszos¢. Obliczymy wiec
wydatek przeptywajgcy pod fundamentem budowli pietrzacej pomiedzy liniami prgdu majgcymi swoj
poczatek w punktach X =-DiX=X,.

Wiedzac, ze wydatek Q przeptywajgcy pomiedzy dwoma liniami pradu, réwna sie réznicy wartosci
funkcji pradu:

Q=AY
oraz ze wartos¢ funkcji prgdu dla pierwszej linii prgdu, biegngcej wzdtuz fundamentu, wynosi:

W =0

11



mozemy stwierdzi¢, ze poszukiwany wydatek réwna sie wartosci funkcji prgdu przechodzacej przez
rozpatrywany punkt X = X,, czyli:

Q=4,. (0.46)

Wstawiajgc do (0.30) X = X, dostajemy:

$h 0 = KH,, i % ~b"

kH
Q=—"arcco

(0.47)
m b m b

Przyjmujgc wartosci K =10, H=50m, przedstawiono krzywg wydatku w zaleznosci od % na rys.
7.46.

0,008

0.005

0.004 P

/
@ 0003 "
0.0021
0.001 1
0773 4 B g 10

Rys. 7.61. Zale zno$¢ wydatku od wspo6trz ednej wyptywu linii pr  gdu U =%;

(obliczenia i wykres — Mathematica 5).

VI1.4.3.2.2. Scianka szczelna w gruncie przepuszczalnym o niesko  ficzonej gt eboko $ci.
Dla zmniejszenia predkosci wylotowych filtracji pod fundamentem budowli wodnych lub ochrony

wykopéw ziemnych konstruuje sie w gruncie $cianki szczelne (rys. 7.62) czesto z metalowych ptyt
profilowych.

e

Rys. 7.62. Schemat $cianki szczelnej .
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Budowa siatki hydrodynamicznej dla przypadku siatki szczelnej jest istotna, w przypadku
rozwigzywania praktycznych zadan optywania fundamentu budowli ziemnych.

Sposo6b poszukiwania rozwigzania dla tego przypadku wynika bezposrednio ze znalezionego
rozwigzania dla przypadku zagadnienia ptaskiego optywania budowli pietrzace;.

s

vy
Rys. 7.63. Optywanie $cianki szczelnej.

Gdyby w poprzednio oméwionym zadaniu zamieni¢ wspéirzedne x, y lub inaczej obrdci¢
schemat zadania przedstawiony na rys. 7.53 0 90°, to otrzymamy przeptyw zamieszczony na rys. 7.63.
Rysunek ten przedstawia pionowg $cianke szczelng o diugosci L, optywang przez wode gruntowg pod
wptywem réznicy wysokosci hydraulicznej H .

Uwzgledniajgc powyzsze rozumowanie, funkcje potencjatu zespolonego mozna przedstawi¢ w
postaCl:

Q=M arcsinﬁ

(0.48)

gdzie M, N nieznane state stale.
Przyjmujgc warunki brzegowe jak na rys. 7.63 w punkcie B i C:

@ wpunkcie B - z=0mamy® =-kH,_,¢ =0,
@ wpunkcie C - z=-il maerD:—kHZm,l/IZO.

W powyzszych warunkach zatozyliSmy, ze wzdtuz scianki przeptywa pierwsza linia pradu, dla ktérej
przyjelismy wartos¢ réwna zero.
Podstawiajgc powyzsze warunki brzegowe do réwnania (0.3) dostajemy:

: (—kaj
sin
M

1. dla punktu B:

I
©

(0.49)

Z czego dostajemy:
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Ktadac n=1 mamy:

2. dla punktu C:

sin KA =N (0.51)

n

dostajemy wiec wartosc¢ statej N rowna;:
N =iL. (0.52)

Mozemy wiec Wz0r(0.48) przedstawd w postaci:

Z . TR
— =sin——. (0.53)
iL kH .,

Podstawiajgc do wzoru (0.53) Z=X+1y oraz Q =® +i¥ dostajemy réwnanie:

x+ L cos® sirh® +i (y— L sind cob@) =, (0.54)
gdzie b= oraz ¥ Zﬂ.
m ka

Korzystajgc ze wzoru:
sin(ﬁ>+i®) =sin® coshP +i co® sirtl
i przyrébwnujgc czesé rzeczywistg i urojong w réwnaniu (0.54) do zera dostajemy:

X =-Lcos® sinwy

o~ ~ (0.55)
y=Lsin® cosh¥ .
Korzystajgc nastepnie ze ,wzoru jedynkowego” dla funkcji trygonometrycznych, mamy:
2 2
X
+ y =1 (0.56)

2sini?® L% cosRP
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Uzyskane rownanie (0.56) jest réwnaniem linii pradu, jakie stanowig elipsy o potosiach LsSinhW i

L cosh®.
Wykorzystujac nastepnie ,wzor jedynkowy” dla funkcji hiperbolicznych, otrzymujemy:

2 2

y _ X _
12sin?® |2codd

(0.57)

Powyzsze réwnanie (0.57) jest réwnaniem linii ekwipotencjalnych dla wartosci —7/7< dJSO, ktore

stanowi rodzina hiperbol o p6étosiach Lsin® i Lcos®. Linie pradu stanowig potéwki elips (rys 7.64),
natomiast linie ekwipotencjalne sg hiperbolami
Yoft Y2 ¥s Y ¥ X

Rys. 7.64. Siatka hydrodynamiczna przeptywu w przyp  adku scianki szczelnej.

Na podstawie zwigzku:

dQ
W=_
dz

mozemy obliczy¢ zespolong predkosc¢ przeptywu, ktéra ma w tym przypadku postac:
kH.i . 1

B! . (0.58)
T L+ Z?

w=v, —iv, =-

Postepujgc podobnie jak w przypadku przeptywu pod fundamentem budowli pietrzgcej mozemy znalez¢
sktadowe predkosci V, i V!

- kH. \/(x2—y2+L2)2+4x2y2—x2+y2—L2
x \/EIT (xz—y2+L2)2+4x2y2 '

(0.59)

\/(xz—y2+L2)2+4x2y2+x2—y2+L2

v, = —=Sgnum(Xx) KH,,
y J2rr (Xz —y?+ L2)2 +4x2y?

15



Rozktad sktadowych predkosci V, i vy przedstawiono na rys. 7.65 i 7.66. Na pierwszym z nich

przedstawiono wykresy funkcji v, (X) dla y=0,0.4,0.4,0.6,0I8,0.98 |, przy czym rzedna na

x/EﬂLv

X

wykresie obliczana jest dla wartosci

14

Rys. 7.65. Rozkiad pr edko $ci V, na poziomach:

ay=0,b) y=0,2L,c) y=0,6L,d) y=0,8L,e) y=0,98_,f y=2L;

(obliczenia i wykres — Mapple 8).

2
Na drugim z nich (rys.7.66) przedstawiono wykresy wartosci funkcji mvy dla wartosci

m

y=0,0,4.,0,8 ,2

2
Rys. 7.66. Rozkfad pr edko sci K vy dla:

m

16



a) y=0,b)y=04L,c) y=0.8L,d)y=0,98_.,f) y=2L;
(obliczenia i wykres — Mapple 8).

Znajgc wzory na wspotrzedne V, i V,, mozemy uzyska¢ graficzng posta¢ pola predkosci, ktorg

przedstawiono na rys. 7.67.

ffffffff

G R v 2
;;;;;;;;;;

\\\\\\\\\\\

U

e A T

\\\\\\\\\\\

Rys. 7.67. Graficzna prezentacja pola pr edkosci V ; (obliczenia i wykres — Mapple 8).

Obliczmy nastepnie warto$¢ cisnienia p w obszarze filtracji przy zatozeniu, ze warto$é ci$nienia
atmosferycznego wynosi P, = 0. Aby uzyska¢ funkcje cisnienia, nalezy okresli¢ na poczatku funkcje

potencjatu zespolonego (6] , korzystajgc ze wzorow

y

sinb=—2
L coshd

Korzystajgc ze zwigzku:

cosif ¥ - sinf¥ = |

(0.55). Z drugiego z nich wyznaczmy funkcje sin®

mozemy po podniesieniu do kwadratu zwigzku (0.60) napisac:

2

y
L2 (1+ sink? @) '

sinf @ =

Podstawiajgc nastepnie zwigzek (0.62) do réwnania (7.310) :

X

sinh@=—"__
Lcos @

otrzymamy réwnanie:

sin' & -{y(g {%” i +(

Rozwigzanie tego réwnania ma postac:

(0.60)
(0.61)
(0.62)
y 2
Zl=C 0.63
Lj (0.63)
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Korzystapc ze wzoru:

Dostajemy ostatecznie:

p=pg —y+H—n’"ar05i % GT*G)Z - sign(x) K%)Z(a: ﬁz_ {%T

.(0.65)

Przyktadowo rozkiad énienia przy przyciu statych pg=1000k—cs;, wartag¢ H = 50m
m

przedstawiono na rys. 7.68 .

Cignienie p dla x=<0 Cignienie p dla x>0

(50000 50000

F40000 40000

k30000 300001

[

d 20000 20000
d
c .~ [10000 10000 &
b o —

2018 -16 114 12 -10 8 & -4 -2ay0 U@Fa2 4 6 6 10 12 14 16 18 20
X ¥

--10000 -10000-

Rys. 7.68. Rozklad @énienia na rdznych glbokosciach:
a) y/I=0,b) y/I=0,5, c) h/I=1,0, d) y/I=1,5;
b) (obliczenia i wykres — Mapple 8).
Znajac funkcje potencjatu predkosci @, mozemy okresli¢ funkcje potencjatu [ reprezentujgcg
wspétdziatanie pola potencjalnego przeptywu filtracyjnego z polem sit ciezkosci czgstek gruntu:

0 :'O—l?dn—ADy, (0.66)

gdzie AD=(1— f)posg, P, 0znacza cigzar objetosciowy gruntu z uwzglednieniem wyporu, O

oznacza gesto$c¢ cieczy.

Korzystajgc ze wzoru (0.64) oraz wzoru (0.66), potencjat [1, zwany potencjatem pola sit masowych
filtracji, mozna wyrazi¢ wzorem:

18



H 2 2 2 2 7P 2

= P9, arcsi i 1 + 1 — | + X + - 1 —ADy+ DO' (0.67)
m L L L L L

Na podstawie zwigzkéw pomiedzy potencjalem pola sit masowych filtracji oraz sitami masowymi

oddziatywujacymi na osrodek porowaty mozemy okre$li¢ sktadowe pola wektorowego sit masowych
(sity unoszenia i ciezkosci gruntu z uwzglednieniem wyporu) wzorami:

_od___go®
> ok T PRk
o] god g
e R sy |
Y pkay

Obliczajgc odpowiednio pochodne czgstkowe potencjatu pola sit masowych filtracji dostajemy:

NP PG RG] X

gL | L Vu )
(0.68)
RERGESY
ANGAEANGS' :
T g

o[ (2 ) (2 -

Korzystajgc z powyzszych wzorow mozemy uzyskac przestrzenny obraz zmiennosci sktadowych sit
masowych filtracji, co przedstawiono na rys. 7.69.
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Sila Sx ailla Sy

}[12 7

Rys. 7.69. Wizualizacja warto $ci funkcji sktadowych sit masowych filtrac;ji ;
(obliczenia i wykres — Mapple 8).

Szczegolnie istotne dla badania procesu statecznosci filtracyjnej sg sktadowe Sy sit masowych filtraciji.

Zmiana ich kierunku okresla obszar, w ktérym nastepuje uptynnienie gruntu, a w rezultacie wypér
mieszaniny wodno-gruntowej. Jak to szczegotowo omowilismy w rozdziale 1V, mozemy okresli¢, przy
jakiej wielkosci réznicy wysokosci hydraulicznej nastepuje powstanie stanu granicznego powodujacego
uptynnienie o$rodka.

Dla przyktadu przyjmujac nastepujace wartosci statych: A”= o (1— f ) = 1.32013 , PO = l.OOOl3
m m

, mozemy obliczyé zmienno$¢ funkcji Sy na kilku gtebokosciach y/L . Przyjmujgc wartosci

Hm

Tm :1orasz =10i e =100 mozemy przedstawi¢ rozktad tej skladowej wzdtuz osi x ( rys.

7.70).

Wykres skladowe] Sy Wykres skladowe] Sy
11

Wykres skladowe] Sy

0.5 3

n

a) 27 b) 57 c) =
Rys. 7.70. Wykresy skiadowej S, dla:

a) ﬂ=10 , b),h=500) ﬂ=100;
L L L
(obliczenia i wykres — Mapple 8).

Na podstawie wykreséw 7.70 mozemy okresli¢ strefe uptynnienia gruntu, co przedstawiono na

rys. 7.71dla % =50 oraz dla % =100.
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dla Hm/L-50 / X dla Hm/L=00

051 0,5
0759
/
jé 15
2 T 2+
¥ Y

H H
Rys. 7.71. Strefy uptynnienia dla Tm =50 oraz Tm =100.

~ H H
Ponizej na rys. 7.72 przedstawiono pole wektorowe S dla przypadku, gdy Tm =50 T’“ =100.

T O O O O A A I O A [ O O T S PRI R ‘:

&llkllkl’%lll\xlixl) T S I 2

S S 5 I T A O A T T T O e R ;

L O O O A [ T O O S T TS T '

I O A e O N A A A Loty 13 . [

L O S I T T A A A A [ RO B A R L

L A [ T T O S . R L

O Y T T T S S O A A [ ST O O O O P '

O A A L S I BV [ S O N S s

S (1= I S A RO A A Y [ SO O N 1= 6 E L

[ T A A S T T A SO (R T O RO S § P '

[ T S B A P T T R S S A1 e Ly Sn TR AR R ERS '

Llltllll'llj'é{ullxlluj u.uuﬂ?%- ........ f

e I T T T A P [ O I 2 0 § IR B '

O A & X T S A A AR T S T O 1 [ S S T S S S|

F A S A A A A A O [ T R T S R S S L S S S T ]

Libb L T T T T S S S S PO O

llllllll@'%llllllllll ] w|x4|¢2 ..... T A

T T A O I O T S (S S N S ST T T BT T TS I T T S S T S e S S

a5 de T OTTRE T s OCHRRR TR RN 05 1 s 15 08 05 1 15
a) x b) x C) ¥

Rys. 7.72. Pole wektorowe sit masowych filtracji:
a) dla h =10ib) h = 500)m =100;
L L L

(obliczenia i wykres — Mapple 8).

H
Jak wida¢, dla Tm =10 nie wystepuje zagrozenie, gdyz sity ciezkosci sg znacznie wigksze od sit

masowych unoszenia. Dla wiekszych warto$ci jak widac¢ to na rys. 7.72, mamy juz do czynienia ze
zjawiskiem uptynnienia gruntu i utratg statecznosci filtracyjnej.

VI1.4.3.2.3. Zlozone zagadnienia optywu budowli pi  etrzacych.

Rozwigzanie zagadnien bardziej ztozonych niz omoéwione powyzej prowadzi czesto do postaci funkcji
analitycznych, ktére trudno jest nastepnie przeksztalci¢ w taki sposéb, aby mozna byto bezposrednio
wyznaczy¢ siatke hydrodynamiczng przeptywu, okresli¢ pole wektorowe predkosci lub pole sit
masowych filtracji umozliwiajgce bezposrednig analize stanu statecznosci filtracyjnej. Czesto
wyznaczajgc w postaci zamknietej funkcje potencjatu zespolonego Q Ilub predkosci zespolonej W,
musimy positkowaé sie nastepnie metodami numerycznymi, aby na drodze interpolacji uzyskaé w
danym obszarze poszukiwane linie ekwipotencjalne funkcji jednakowego potencjatu predkosci lub
funkcji pradu. Rozwigzania takie nie majg obecnie duzego zastosowania w pracach inzynierskich, gdyz
znacznie fatwiej uzyskac rozwigzania tych zagadnien przy zastosowaniu profesjonalnych programow
opartych na metodzie elementéw skonczonych lub réznic skonczonych, o czym szerzej w rozdziale 1X.
Mimo to dla celéw poznawczych warto pokaza¢ metodyke uzyskiwania rozwigzan ptaskich zagadnien
teorii filtracji przy wykorzystaniu funkcji analitycznych i metody przeksztatcen konforemnych. Ponizej
omowimy w skrdécie dwa takie przypadki: optyw fundamentu budowli pietrzgcej ze $ciankg szczelng oraz
optyw fundamentu budowli pietrzgcej z rurg drenazowa.
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VI1.4.3.2.3.1. Optyw fundamentu budowli pi  etrzacej ze sciank g szczeln 3.

W przypadku budowli pietrzacej, w fundament ktérej wmontowana jest $cianka szczelna,
poszukujemy rozwigzania korzystajgc z zasady superpozycji, stusznej dla liniowych zagadnien teorii
filtracji. Wyraza sie ona poprzez podwodjne wykorzystanie metody przeksztalcen konforemnych.
Rozwazmy zagadnienie brzegowe przedstawione schematycznie na rysunku 7.73

vy

Rys. 7.73. Schemat zadania optywu fundamentu budow! i pietrzacej ze sciank g szczeln a.

Zgodnie z pracg Rembezy [Rembeza, 1992], schemat obliczeniowy tego zagadnienia przy
wykorzystaniu dodatkowej zmiennej zespolonej /\ przedstawiono narys. 7.73.

/5/ ® f 0 4 B +co

=3
&
A G

Rys. 7.74. Schemat obliczeniowy optywy fundamentu b~ udowli pi etrzgcej ze $ciank g szczeln g na
ptaszczy znie Q i A.

Jak tatwo stwierdzié¢, pomocniczg funkcje /A mozna okresli¢ z zadania optywu $cianki szczelnej. Zgodnie
z pracg [] funkcja /\ spetniajgca warunki brzegowe optywu $cianki szczelnej ma postac:

z=LJVA?-1. (0.70)

Przyjmujgc poczatek uktadu wspdtrzednych (X, Y) w punkcie kontaktu fundamentu budowli pietrzacej
ze $ciankg szczelng zakladamy, ze funkcja /\ przyjmuje warto$é¢ dla punktu B(—bl, 0) wartos¢ —a

a
dla punktu F(b,,O)wartos¢ S.
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Korzystajgc ze wzoru Christoffela — Schwarza:

Z=/l//j: ot +N

ap a,

o(t-a) 7 (t-a,) 7 ..(t-a,)" "

oraz zgodnie z odwzorowaniem obszarow Q i /A, przyjmujemy na podstawie schematu
obliczeniowego, ze:

o T
dlapunktu B - & =-a, oraz al:E idlapunktu F - a,=f oraz O’ZZE.PunktyC

i E pomijamy, gdyz dla nich @; =a, = 7T, natomiast punkty A i G znajdujg si¢ w nieskorczonosci.

Przyjmujac wiec, ze Z2=Q oraz t = /A wzér, Christoffela — Schwarza mozna zapisa¢ dla naszego
zadania w postaci:

dA

Q:M'([\/(/\+a’)(/\—,6’)+N' (0.71)

Wstawiapc do wzoru(0.70) wartasci funkcji Ai wspoétrzdne z w punktach B i F dostajemy

bezpdrednio:
2 2
a:‘/1+(%j oraz ,B:‘/l+(%j . (0.72)

Korzystapc ze wzoryo0.70) , mazemy okréli ¢ zaleznos¢ pomidzy funkcp Ai z w postaci:
(A +IA,)" = (x+iy)*+1, (0.73)

gdzie A=A, +iA,. Ze zwizku (0.73) dostajemy bezfrednio:

/\1=\/(Xz-y“l)iJ(Xz-y“l)“4X2y2

2
(0.74)
A, = V2 .
\/(x2 -y? +1) i\/(xz— y2+1)2 + 4x%y 2
Ze wzordw (0.74)(7.321) niemy oczywécie znaléc zaleznosci odwrotne:

X_\/(/\12 ~Az —1)1\/(/\12—/\22—1)2 +ANA

= 5 ,
(0.75)

y= J2AN, |
\/(/\f -A2-1) i\/(/\l2 “AZ-1) AN
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Podstawiajgc warunki brzegowe, mozemy wyznaczy¢ state zespolone M i N. W rezultacie po
wykonaniu catkowania dostajemy wzér na funkcje potencjatu zespolonego:

Q= k—H arcco:{wj . (0.76)
T a+pf

Odwracajgc powyzszg zaleznos$¢é oraz wykorzystujac wzory na cosinus sumy katéw mamy:

cos® coshV +i sid sinﬁ1=2/\1+a_’8+i 2N,

. (0.77)
a+pf a+f
Na podstawie powyzszego réwnania dostajemy nastepujacy uktad réwnan:
z = _ 2N\ ta-
cosd coshy =—2 A
a+pf
A (0.78)
sin® sinhp = —2
a+pf

Powyzszy ukfad réwnan prowadzi do wyznaczenia linii pradu dla —77T< P<0w postaci
réwnania parametrycznego:

2 2
2/\l+a—,[>’~ N 2/\2. |1 0.79)
(a + B)cosh¥ (a +B) sinhp
oraz funkcji ekwipotencjalnych przeptywu w postaci:
27 i A, )
+ —_
17 a '8~ - 2| =1. (0.80)
(a +B)cosd (a+p) sind

Przyktadowg siatke hydrodynamiczng przeptywu dla & = [3 przedstawiono na rys. 7.75.

R
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Rys. 7.75. Siatka hydrodynamiczna przeptywu dla prz  ypadku fundamentu budowli pi  etrzgcej ze
$ciank g szczeln g [program autorski]

Pole wektorowe predkosci filtracji obliczymy, wyznaczajac funkcje predkosci zespolonej, ktora jest
réwna:

_dQ _kH, 1
dA - (A+a)(n-5)

(0.81)

Wiedzac, ze W=Vx—ivy, mozemy znalez¢ parametryczne rownania skladowych pola
wektorowego predkosci filtracji w postaci:

kH (27, +a - B)2

v, =—=

T 2 n (A a) (A B[N (A a) (A B) | + (2 - )

(0.82)

et NAZ (A a)(h )+ [N a) (A )| +(2n ra- p)
T 2[(/\1+a) +/\§:||:(/\1+13)2+/\22:|

v, =%

Powyzsze wzory oraz wyrazenia (0.75) pozwalajg wyznaczy¢ pole predkosci filtracji, ktore
przedstawiono na rysunku 7.76.

[ e oo el B N |
L A T T T f s e AR}
[T A A T T T T [ I A A
R I [ S A B A
W Lo b % w oLy [ R A
M b b L [ A
VR wh gy [ A A
x\.\\,\\i\hx,‘u_ffrfrrrr.—rr
\\,\g\\‘\\‘-,tw_a—*f,’//r.rf.irr
'.'.1-.\\15_5_-‘..:?.-"'.!)!2'!!!!!
'\.\'\\\_\,.\.L-\..-‘-\_L—p-r-'.-f.f.-’/.l’.‘.l'ff
W e mE R m e, m om o= e A
T T T T o e T e R . )
L e T T T A A A = = b
uuuuuuuuuuuuuuu P

Rys. 7.76. Pole pr edko sci przeptywu dla przypadku fundamentu budowli pi etrzacej ze sciank g
szczeln g [program autorski]
Znajgc wartosci sktadowych predkosci mozemy okresli¢ skladowe sit masowych w obszarze filtracji:

— Vx - Vy O
Sx—pg? oraz Sy—,og?—A : (0.83)

Na podstawie wzorow (0.83) mozna wyznaczy¢ pole wektorowe sit masowych é ktore przedstawiono
narys. 8.77 dlawartosci H,/L =1,0i10,0.
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Rys. 7.77. Pole sit masowych ~ S.

VI1.4.3.2.3.2 Optyw fundamentu budowli pi  etrzgcej z rur g drenazowa.

Zatdzmy, ze bezposrednio pod fundamentem budowli hydrotechnicznej umieszczono rure
drenazowg w ksztalcie péicylindrycznym (rys. 7.78).

v
Rys. 7.78. Schemat optywania budowli pi etrzacej z rur g drenazowa.

Niech srodek rury znajduje sie w punkcie X = a. Zgodnie z tym, co powiedzielismy wyzej o0 mozliwosci
stosowania zasady superpozycji do rozwigzan zagadnien filtracji, mozemy poszukiwac funkcji predkosci
zespolonej w postaci:

M M,
w= - (0.84)

N (z—a)\/bz—z2 '

Obydwa cziony rozwigzania (0.84) czynig zado$¢ warunkom brzegowym (0.1), (0.2)) i (0.4), a
jednoczesnie drugi czton rozwigzan posiada witasnosé drenu lub zrédta w punkcie: z=a.

Niech wydatek rury drenazowej bedzie oznaczony przez Q. Poniewaz rura dostaje sie do rury
drenarskiej tylko potowa przekroju, wiec wprowadzimy wydatek obliczeniowy Q', ktéry odpowiada

przypadkowi, gdy woda dostaje sie do rury catym przekrojem.
Poniewaz predkos¢ wody doptywajgca do drenu winna by¢ w obydwu przypadkach identyczna, mamy:
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QL ._Q
—
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gdzie: r— promien rury drenarskiej.
Stad mamy, ze:

Q'=2Q

W dowolnym punkcie obszaru predkos¢ zespolona w, wywotana dziataniem drenu i r6znicy poziomow

wody w zbiorniku i rzece, powinna sie rownac:

o}

W:_Zn(z—a)

+F(2),

(0.85)

przy czym F(z) jest funkcjg holomorficzng w punkcie z = a. Obliczamy granice funkcji (z—a) W(Z) ,

gdy w(z) wyraza sie wzorem (0.85),a z dazy do a:

lim(z-a)w(z)= M,

z-a /bz_az ’

Nastepnie obliczamy tg samg granice, gdy w(z) wyraza sie wzorem (0.86).

Dostajemy:

im (- ajw(z) =~ 2 =3

Y/
stad znajdujemy:
M, = —gxlb2 -a’.
/4

Predkosc¢ zespolong filtracji wyraza sie wzorem:

M Qvb?-a?

W= - .
N n\/bz—zz(z—a)

Obliczmy nastepnie potencjat zespolony Q , ktory wyraza sie wzorem:
Q= jwdz +N.

Po wykonaniu operacji catkowania mamy:

ofi-(5)
Q= M——b arcsir(ﬁj+ N .
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Znajgc wartosci funkcji Q w punktach B i D:

daB - Q=-kH,; z=-b,

daD - Q=0; z=b,

otrzymujemy uktad réwnan:

L6
(37Tj M, b +N =-kH
b b

m?

e - (0.91)
a 2
M 1_(bj
(Ej M_QY \bJ | n=o.
1" G
1-1 &
b
W rezultacie po rozwigzaniu uktadu réwnan (0.91) dostajemy state M i N:
a a
2—| — 1-—
u_ o, Q7S
b 2]
guol
b
) > (0.92)
1-1 £
i a0,
N = + .
2 [ a)?
% 1(j
b
Ostatecznie funkcja potencjatu zespolonego wyraza sie wzorem:
a a ? a ?
2—-| — 1-| — 1-| —
kH, Q{ (bﬂ\/ (bj Q\/ (bj (z
Q=- + > + > ay (s g +
T a ml £-2
”b[l'(b” (b b)
(0.93)
a 2
1-1 £
o, 2[5)
+ +
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Rozdzielajgc czesci urojone i rzeczywiste funkcji Q = ® +iW oraz z= X+liy, dostajemy wzory na
wartosé funkcji prgdu W i funkcji potencjatu predkosci @ :

P=0, +%{arccosE2 —%arc coerl}
(0.94)

MC D
Y=——_|arccoE +— arccos ,
D2+C2[ 5 C 2}

Korzystajgc z powyzszych wzoréw mozemy okresli¢ siatke hydrodynamiczng przeptywu na rys. 7.79.
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przeplyw ustalony
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22:14002 213706
FlexPDE 3.09

max, (.00
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-100
min -100

0 02 04 06 s i
X

Dren2B: Grid#2 P2 Nodes=751 Cells=347 RMS Eo= 0.0015
Tntegral=-29.06162

Rys. 7.79. Linie pradu dla przypadku fundamentu bu

dowli pi etrzgcej z rur g drenazow a.

Ré6zniczkujac funkcje potencjatu zespolonego Q po dz, uzyskamy wzor na predko$é zespolonag filtracii

wW:

W=

kH, 1
71b 2
5)
b —

gl

14 Q {1_@} 1_(2)2

)

(0.95)

Rozdzielajgc czesé rzeczywistg i urojong dostajemy sktadowe wektora predkosci. Mozna je otrzymac
réwniez bezposrednio, rozniczkujgc potencjat predkosci @ wyrazony wzorem (0.94) po 0X i po 0y .

L : e a H.,
Ponizej na rysunku 7.80 przedstawione pole wektorowe predkosci filtracji, gdy E =0,4, — =1 oraz

3
0=15*10""" p=10m, k=101,
S

S
QT — el :
§ ot —m—m—e b e e — — TN .
by o ey ma—e e e e e R il T T I T
P B A T
S o e s =R, b SRR D S EMER BB N WG B OB o B &8 O
T T e e R e
B T
Lo R SDratoy Levesiosh Moo Smismoem i og
B L T e
W m e o e e e —a e e e e o e o
B e
o AR WSS G S R e F
@R AT BN DN e D9 SN DN DEAR UA B BN S

Rys. 7.80. Pole wektorowe pr edko $ci filtracji.

Dla zobrazowania rozktadu funkcji potencjatu w obszarze filtracji przedstawiono na rys. 8.81.

wizualizacje tréjwymiarowa tej funkciji.
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Rys. 7.81. Wizualizacja funkcji potencjatu pr  edkoséci ® nabrzegu y=0.
Ksztalt funkcji potencjatu predkosci na ptaszczyznie X,Y przedstawiono na rys. 7.82 w
tréjwymiarowym uktadzie wspotrzednych X, Yy, ® .

— ——e— 10.0
[ 5.00
| 0.00
| — -5.00
! -10.0

b -20.0
-25.0
-30.0
-35.0
-40.0

0.

-30.0
-35.0
-60.0
-65.0
-70.0
-75.0
-80.0
-85.0
-90.0
T 95.0
-100.

A0

0.025 X

1.025

Rys. 7.82. Ksztalt funkcji @ na ptaszczy znie X,Y

Do chwili obecnej zbudowano szereg rozwigzan zagadnien brzegowych metodami analitycznymi. Czes¢
z nich przedstawiono w pracy [Potubarinowej-Kociny, 1977], inne w pracach [Rembezy, 1998]. Z punktu
widzenia zastosowan praktycznych sprawiajg one inzynierom trudnosci ze wzgledu na skomplikowang
pod wzgledem matematycznym forme rozwigzan. Dlatego czesciej stosowane sg rozwigzania oparte
na metodach numerycznych, ktére oméwimy w rozdziale.IX.
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