Modelowanie przeptywu cieczy przez o  srodki porowate
Wyktad VI

ROZWIAZANIA ZAGADNIE N PRZEPLYWU
FILTRACYJNEGO METODAMI ANALITYCZNYMI .

7.1 Przeptyw przez grobl e z uwzgl ednieniem zasilania wodami infiltracyjnymi.

Do rozwigzania problemu przyjmiemy aproksymacje procesu filtracyjnego Boussinesqa [patrz
rozdziat IV monografii] przy zatozeniu, ze uptyngt odpowiednio ditugi czas i mozemy proces filtracji
rozpatrywaé¢ jako ustalony, wiec w réwnaniu Boussinesqa nie wystepuje pochodna czastkowa
wysokosci hydraulicznej H po czasie. Rozpatrzymy trzy przypadki:

& rownania nieliniowego Boussinesqu’a,
& rownania zlinearyzowanego Boussinesqa przez Boussinesqa,
& rownania zlinearyzowanego Boussinesqa przez Bagrowa i Wierygina.

Przyjmijmy do rozwazan groble (rys. 22) zasilang wodami infiltracyjnymi pochodzacymi z
opadéw. Jesli wiec grobla bedzie zbudowana z o$rodka gruntowego o wspotczynniku filtracji K = const
i pokryta jednorodng roslinnoscig, to intensywnosc infiltracji & bedzie miata rowniez wartos¢ stata.
Zagadnienie traktujemy jako ptaskie, wiec zgodnie z zalozeniami teorii Boussinesqa sprowadza sie ono
do zagadnienia jednowymiarowego. Réwnanie Boussinesga dla rozwazanego przypadku ma postac:
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Rys. 22 Schemat przeptywu przez grobl e z infiltracj a.
d aH

k—| H— |+£=0. (7.1)
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Zlinearyzowane réwnanie Boussinesga przez Boussinesgqa ma postac:

2
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£= O, (7.2)

natomiast zlinearyzowane rOéwnarBeussinesga przez Bagrowa — Wierygina mozna zapisaé w
postaci:
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+£=0, (7.3)

przy czymr = H2/ 2 oraz H,, okresla sredng miazszas¢ strumienia filtrupcej wody.
Rozwamy na pocztku nieliniowe rownanie i wprowady nowg zmienmn v :

u=H ﬂ . (7.4)
ax

Wowczas po podstawiena.4) do réwnania dostajemy:

k£+£=0. (7.5)
ax

Rozwigzaniem powyszego rownanie jest funkcja:

u=—£x+C. (7.6)
k

Wstawiapc do(7.6) podstawienig7.4) mamy:

Hﬁ:—f)ﬁc.
ax k

Rozwigzujac powysze rownanie mniczkowe metog rozdzielenia zmiennych dostajemy
funkcje wysokaci hydraulicznej w postaci:

(7.7)

H=[|-E£x?+cx+C, . (7.8)
k 1

Rozwamy obecnie przypadek zlinearyzowanego réwnanigsinesqa w postaci (7.2). Catkujgc
dwukrotnie po dx rownanie (7.2), dostajemy rozwigzanie w postaci:

ex?

H:_ZkH +Cx+C,, (7.9)

Sr

Ktore, jak wid&, rézni sic od rozwizania(7.8).
Wezmy obecnie pod uwaglinearyzowane rOwnaniussinesga przez Bagrowa — Wierygina w
postaci (7.3):

dzr_ £
ax? k-

(7.10)

Catkujgc dwukrotnie powysze rownanie (7.10) po dx dostajemy:

ex?

r=-

+Cx +C,. (7.11)



Wiemy jednakze 1 = H2/2, wigc uzyskujemy rozwgizanie w postaci:

HZ\/—§X2+CX+C , (7.12)

ktore jest tasame z rozwizaniem nieliniowego réwnanioussinesqga (7.8).

Rozwazajgc charakter krzywych uzyskanych w rozwigzaniach wida¢, ze w przypadku
nieliniowego réwnania Boussinesga i zlinearyzowanego réwnania Boussinesqa metodg Bagrowa -
Wierygina otrzymana krzywa jest wycinkiem elipsy, natomiast w przypadku rozwigzania
zlinearyzowanego réwnania Boussinesqa przez Boussinesga krzywa reprezentujgca zwierciadto
swobodne jest parabolg. W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie tylko do rozwigzan nieliniowego
réwnania Boussinesqua (7.8), nie wnikajgc w problem, ktére z uzyskanych rozwigzan jest blizsze
do$wiadczeniom.

State Ci Cl wyznaczymy dla rozwazanego zadania z warunkéw brzegowych:

da x=0- H=H,, oraz dla x =L - H =H,. Po podstawieniu tych wartosci do rozwigzania
(7.12) dostaniemy ostateczng postac¢ funkcji wysokosci hydraulicznej w postaci:

2 1y2
H:\/_£X2+(%_¥jx+/-/f, (7.13)

Znajgc funkci wysokaci hydraulicznej meemy wyznacz§ przebieg funkcji pydkosci
filtracji oraz wydatekg przypadajcy na 1mb grobli przeptywagy przez dowolny przekroj
prostopadty do kierunku filtracji:

2 _1y2
k(—zgfo—Hl sz

I/_—/(dH_— k k L
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2 |-Ex24| Ep M X —H;
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(7.14)
q:HV:gX—g_L+kﬂ.
2L

Z praktycznego punktu widzenia najbardziej intejeswas wydatek po obu stronach grobli
czylidlax=0idlax=L:

_k(HZ-H) el

== %
(7.15)

_k(HZ-H) el

Nzt

Stad réznica:

CI|X:L—CI|X:O =&L, (7.16)



co byto do przewidzenia, a wynik jest zgodny z pggymi warunkami brzegowymi zadania.

Przykiad liczbowy.

Rozwazmy przeptyw przez groble wywotany dziataniem infiltracji o intensywnosci & = 2*107"'m/s ,
gdy wspotczynnik filtracji A =10°m/s. Poczatkowy poziom wody wynosi 10m. Odlegtos¢ L wynosi
100m. Poréwnamy rozwigzania uzyskane przy linearyzacji Bousssinesqa i Bagrowa Wierygina.
Zaktadajgc dla obydwu przypadkéw, ze H, = H, =H =10m rozwigzanie w pierwszym przypadku
ma postac:

H * 2,,2 2

——=100* ~10%u*+10°u + 0,01,
Hy
a w drugim przypadku:

H

L =10y-2*10%u? + 2*10% + 0,01

HO

Wyniki wzglednej zmiany wysokos$ci hydraulicznej pod wptywem infiltracji przedstawiono na rys. 23

Zmiana wysokosci hydrauliczne] na skutek infiltracii

f 1.1549

u

Linearyzacja Boussinesqu'a
Linearyzacja Bagrowa - Wierygina

H X
Rys. 23 Wyniki oblicze n zmiany wysoko $ci hydraulicznej ( F :F iy =Z)
0

(z wykorzystaniem oprogramowania Mapple 8).

7.2 Doptyw do rowu przy zasilaniu wodami infiltracy  jnymi.

W warstwie wodonosnej zbudowanej z gruntu jednorodnego i izotropowego o wspoétczynniku
filtracji K wykonano réw siegajacy jej spagu. Jej przekroj prostopadty do osi rowu przedstawiono na rys.
24,



X

Rys. 24. Schemat zadania doptywu wody do rowu przy zasilaniu wodami infiltracyjnymi.

Przed wykonaniem rowu zwierciadto wody byto poziome i znajdowato sie na wysoko$ci Hl w
przyjetym uktadzie odniesienia. Natomiast po wykonaniu rowu poziom wody ustalit sie na wysokosci
HO . Warstwa wodonos$na zasilana jest w spos6b cigglty w czasie wodami opadowymi z intensywnoscig

infiltracji € =const. RGwnanie Boussinesga ma postac¢ Btgd! Nie mo zna odnale z¢ zrédta odwotania. .
Rozwigzaniem tego réwnania, jak pokazano w poprzednim podrozdziale, jest funkcja wysokosci
hydraulicznej wyrazona wzorem (7.8). State C i C‘l wyznaczymy z nastepujgcych warunkéw

brzegowych:

a
Dla x=0-H=H, oraz da x=R - d_=0 gdzie R oznacza zasieg obszaru infiltracji.
X

Podstawiajgc powyzsze warunki brzegowe do wzoru (7.8), dostaniemy funkcje wysokosci hydraulicznej
wyrazong wzorem:

H:\/—%X2+2%RX+H02. (7.17)

Mozemy zadé pytanie; w jakiej odlegkxi R od pocatku uktadu wspétrgdnych wysoké¢
hydrauliczna oggnie warté¢ H,? Podstawiaic odpowiednie warkzi do réwnania(7.17)
dostaniemy:

R = w (7.18)

Przyjmupc ukiad wspoétrzdnych (jak na rys. 7.13) obliczymy funkcpredkosci filtruj gcej
wody oraz wydatek na jednostltugasci rowu w postaci:

(7.19)

g=Hv=—ex+k /f(/'/f - HZ).

Doptyw do rowu na jednosgijego dtugdci wynosi:



G| 0 =\JEK (H2 - HE) = €R, (7.20)

CO zgodne jest z pratymi zatazeniami zadania.
7.3. Studnia zasilana wodami infiltracyjnymi.

W jednorodnej i izotropowej warstwie wodonosnej o wspoétczynniku filtracji k wykonano pionowg studnie
0 promieniu /; siggajgca jej spggu (studnia zupetna). Przekrdj warstwy wodonosnej przechodzacy
przez os studni przedstawiono na rys. 7.15.

Rys. 25. Schemat zadania doptywu wéd do studni zasi  lanej wodami infiltracyjnymi.
Zatozymy, ze sg spetnione nastepujgce zatozenia wstepne:

Q spag warstwy wodonosnej utozony jest poziomo,
O przed pompowaniem zwierciadto wody jest poziome i znajduje sie na wysoko$ci Hl ponad

warstwa nieprzepuszczalng,
O warstwa wodonosna zasilana jest wodami opadowymi z intensywnoscig infiltracji £ = const ,

Q przeptyw jest ustalony, a poziom w studni znajduje sie na wysokosci H0 ponad warstwg
nieprzepuszczalng.

Dla powyzszego przypadku nieliniowe réwnanie Boussinesqa ma postac:

k— +—H—+¢&=0. (7.21)
ar ar

d(Hﬂj kK, dH
r o ar

Wprowadzmy nowg zmienng U :

u= Hﬂ . (7.22)
ar

Podstawiajgc (7.22) do rownania (7.21) dostajemy:

—+—+—=0. (7.23)

Rozwigzaniem powyszego rownanig.23) jest funkcja:



u=-—r+=. (7.24)

p € ,,.C (7.25)

Stagd po rozwizaniu metod rozdzielenia zmiennych dostajemy funkcje wysako
hydraulicznej w postaci:

H=\/—§r2+(3|nr+01. (7.26)

Uzyskane rozwizanie jest ogélnym rozgzaniem réwnani&r.21).
Dla rozpatrywanego przez nas zagadnienia brzegowelgrzymy stateC i C,, korzystajc z

warunkéw brzegowych:

dar=r, - H=H, orazdlar =R _>C;—H:O.
r

Z uktadu réwnéa otrzymuje wartéci statych:

c=LtRe

k

(7.27)
£ £
C, =H; +§r02 —;Rzln ry
Mozna wiec okréli¢ funkcje wysokaci hydraulicznej wzorem:
£ £ r

H= |-—(r*-r?)+=R?’In—+H_?. 7.28

J M( ” k r ° (7.28)

Przyktad liczbowy.

Obliczmy przebieg funkcji wysokosci hydraulicznej w warstwie gruntu o wsp6itczynniku filtracji
k =1O_5% , zasilanego wodami infiltracyjnymi o intensywnosci & = 2*10_8%. Przyjmuje sie

zasieg obszaru R=1000m, a poziom wody w studni na wysoko$ci H0 =10m.
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14 /

—

24

0 02 04 06 o8 ]

Rys. 26. Przebieg funkcji wysokosci hydraulicznef H w zaleznosci od u=r/R.
Znajc funkcg wysokaci hydraulicznej mgemy obliczy funkcje pedkosci filtracji i
wydatek przeptywapy przez pobocznicwalca o promieniu i wysokdsci hydraulicznej H:

2
—r+s—
aH Er+& -

d - )
r 2 _i( 2_/62)+£R2|nL+H02
2k k r,

(7.29)
Q =2mrHv = 775(/?2 —rz) .

Przyjmupc te same dane jak w poprzednich obliczeniach wogsblhydraulicznej H
otrzymamy zmienng@ funkcji predkosci filtracji v w zaleznosci od bezwymiarowej zmiennej

u= % Poniej przedstawiono wykres zmianyedkosci z odlegtdci od studni.
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Rys. 27. Funkcja predkosci filtracji przy zasilaniu wodami infiltracyjnymi u=r/R.
Dla r = r, wydatek studni wynosi:

Q.. =m(R*-r}). (7.30)

Najczsciej przyjmuje s, ze

Q

v, = TER?, (7.31)

gdyz studnia zasilana jest rowaierodami opadowymi z powierzchuir, .

W rownaniach od (7.27) do (7.31) wgstije nieznana wiellks@ promienia zaggu leja depresji
R. Wyznaczy ja mazna, ktadc dodatkowy warunek brzegowyl/a r =R - H =H,. Std

mamy:

_[_ € 22\, € po R 2
/-/1_\/ Z(R r0)+;R IN=+HZ. (7.32)

fo

Powyzsze rownanie jest rownaniem uwiklanym. Najtatwielez¢ wartas¢ R przeksztatcap
réwnanie (7.32) do postaci:

k(Hi-H3) 1_R( (R)_1
L Al I pan ) (7.33)
Er, 2 A 2

Obliczapc lewy strore réownania z wykresu 26 otrzymamy begmainio warté¢ R. Naley
wzia¢ pod uwag, ze wielkasci rzednej F na wykresach wykonanych dlamgch wartdci 7,

Wynosz:



H
F=10° 4———1-=|. (7.34)
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Rys. 28. Zale zno$¢ funkcji F od — dla warto $ci
T

a) r,=0,dm,b) r, =0,19m,¢c) r, =0,2m, d) r,=0,25n,e) r, =0,3m;
(obliczenia i wykres Mathematica 5).

Jezeli znamy doptyw wody do studni i intensywnos¢ infiltracji & obliczenia promienia zasiegu zasilania
obliczamy bezposrednio ze wzoru (7.31).

7.4. Obliczanie p6l drenowych.

W typowej kanalizacji polegajacej na odprowadzaniu wdd s$ciekowych do gruntu wody $ciekowe
przechodzg najpierw przez komory wstepnego oczyszczania, w ktorych oddzielone zostajg ttuszcze,
grubsze zawiesiny, a $cieki ulegaja fermentacji i pdzniej przeptywajg na pola drenowe, gdzie nastepuje
ich infiltracja w grunt. Infiltracja w grunt nastepuje poprzez instalacje, ktéra jest identyczna jak typowa
instalacja drenazu poziomego. Przyktadowe pole drenowe przedstawiono na rys. 29
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Rys. 29. Przyktadowe pole drenowe.

W niniejszy podrozdziale zajmiemy sie wyznaczeniem maksymalnego zwierciadta wody w obszarze
wptywu pola drenowego, znajgc wydatek tego pola Q [zakladana objetos¢ wod Sciekowych
odprowadzana do gruntu w czasie] i jego powierzchnie F. Maksymalny poziom zwierciadla wody
wyznaczymy przy nastepujgcych zatozeniach wstepnych:

O pole drenowe jest zalozone w jednorodnej i izotropowej warstwie wodonosnej o wspétczynniku
filtracji k,

Q spag warstwy wodonosnej potozony jest poziomo,

O przed zalozeniem pola drenowego, zwierciadlo wody bylo poziome znajdowalo sie na

WysokosSci H0 ponad warstwg nieprzepuszczalng,

O warstwa wodonosna zasilana jest wodami opadowymi, przy czym $rednia warto$¢ infiltracji przy
maksymalnych opadach rocznych wynosi &£,
QO wody sciekowe sg rGwnomiernie rozprowadzane na catej powierzchni F.

Aby przy takich warunkach obliczy¢ pole drenowe, skonstruujmy schemat obliczeniowy - rys. 30.
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Rys. 30. Schemat obliczeniowy pola drenowego.



Wprowadzmy zastepczy promien pola drenowego 7 =\/F/IT i zatdbzmy radialny rozptyw wody.

Wartos¢ infiltracji pod polem drenowym &, wyznaczymy ze wzoru:
E=ete,, (7.35)

gdzie £ oznacza srednig wartos¢ infiltracji przy maksymalnych opadach rocznych, a &, okresla

infiltracje wywotang odprowadzeniem wdéd $ciekowych. Promien oddzialywania pola drenowego R
wyznaczamy ze Wzoru:
Q
R = , (7.36)
e

przy czym Q oznacza wydatek pola drenowego, a A£ okresla zmiane intensywnosci infiltracji wywotang
odprowadzeniem wéd sciekowych do gruntu [na skutek odprowadzania wdd $ciekowych do gruntu
zmieni sie transpiracja, parowanie z gleby, odptyw podziemny, a tym samym zmieni sie réwniez
intensywnos¢ infiltracji £1.

Dla przyjetego schematu obliczeniowego stosujemy réwnanie Boussinesga dla przypadku zagadnienia
osiowo — symetrycznego, réwnanie (7.21), ktérego rozwigzaniem jest uzyskana w poprzednim
podrozdziale funkcja:

Hz\/—ir2+0|nr+cl.
2k

Dla 0< r < r; zwierciadto wody opisuje zatem funkcja:

& .
le\/—jr2+cllnr+cl, (7.37)

adla 1, <r <R funkcja:

H:\/—i+CInr+C'. (7.38)
2k
State C,C,C,C, wyznaczymy z warunkow brzegowych:

aH.

d/,1|r=0:O H|r=R=HO’

(7.39)
" oty _aH
1|r=n r=n ar r=n ar r=r "

Wstawiapc powyzsze warunki brzegowe (7.39) do rozwan (7.37) i (7.38), otrzymujemy
uktad 4 réwna algebraicznych, z ktérych wyliczamy sta®& C', C,, C; :



C, =0,
c=tr-4p,
k k
' 7.40
cl:irf_ir12+0|nrl+H0+iR2—ClnR, (749
2k 2k 2k

C =H,+~2 R*-CInR.
2k

Wstawiapc powysze state do (7.37) i (7.38), uzyskamy maksymalogigm zwierciadta
wody przy czynnym polu drenowym. Pole drenowe niygi oczywgcie zat@one powyej
uzyskanego zwierciadta wody i odbiématazony wydatek wodciekowych.

7.5 Szacowanie doptywu wody do odkrywek gorniczych metod g wielkiej studni.

W gornictwie odkrywkowym do obnizenia zwierciadta wody zapewniajgcego ciggtos¢ eksploatacii,
stosuje sie bariery studni. Rozwazmy dla przyktadu odkrywke z dwoma barierami studni: zewnetrzng i
wewnetrzng —rys. 31

kierunek eksploagtac ji
] o] o o] o ] ] o] [ o

5 o
wewnelrzna bariera Q\ / .
studn zewnetrzna bariera

PRZEKROJ A -A

studni

Wyt 0Disko

Rys. 31. Schemat do oblicze i odkrywki z barierami studni (zewn etrzna i wewn etrzna).

Uzyskanie scistego rozwigzania w postaci zamknietej jest dla barier studni nawet w stosunkowo
prostych warunkach hydrogeologicznych trudne, jezeli nawet niemozliwe. Zadanie takie rozwigzuje sie
metodami numerycznymi w oparciu 0 ogélne réwnanie Boussinesqa. Jedng ze stosowanych metod
obliczen jest metoda wielkiej studni. Polega ona na tym, ze odwadniany obszar obejmowany barierg

wewnetrzng sprowadza sie do powierzchni kotowej o promieniu /;, . Zakiada sig¢ ponadto, ze doptyw

odbywa sie pobocznicg walca o promieniu /7, i ze jest to dopltyw radialny. Przy tak poczynionych



zalozeniach, schemat obliczeniowy doptywu do wyrobiska, odpowiada schematowi doptywu do studni
—rys. 32

row na okregu  AH
o promieniu 1y

Rys. 32 Schemat obliczeniowy doptywu do wyrobiska
Korzystajgc z zatozen poczynionych dla rozwigzania zagadnienia ,wielkiej studni” nalezy okreslic:

O promien depresji R na podstawie wykresu 7.15,
O doptyw do wyrobiska:

Q=1ER?; (7.41)

O potozenie zwierciadla wody w obrebie leja depresii:

H:\/—i( 2—/-02)+£,‘?2InL+H02, (7.42)

;F

Jesli powierzchnia obejmowana barierg wewnetrzng jest zblizona do kwadratu lub prostokata:

a+b

7.43
0/74 (7.43)

gdzie:

a — dtugos¢ wyrobiska,

b — szerokos¢ wyrobiska,

1] - wspoifczynnik zalezny od stosunku b/a zgodnie z tabelg 7.2.

Tabela 7.2

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Sio | &

1,0 1,12 1,16 1,18 1,18 1,18




