Modelowanie przeptywu cieczy przez o  srodki porowate
Wyktad VI

ROZWIAZANIA ZAGADNIE N PRZEPLYWU
FILTRACYJNEGO METODAMI ANALITYCZNYMI .

6.1 Zagadnienia jednowymiarowe filtracji.

6.1.1 Okreslenie sredniego wspotczynnika filtracji dla przeptywu prze z osrodek
ekwiwalentny w odniesieniu do o $rodka uwarstwionego.

Przypadek |

Rozwazmy poziomo uwarstwiong warstwe przepuszczalng skladajgcg sie z n warstw o réznym
wspotczynniku filtracji k — rys. 13
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Rys. 13 Przeptyw przez o srodek zlo zony z kilku warstw uto  zonych réwnolegle do kierunku

przeptywu
a) osrodek uwarstwiony, b) o $rodek ekwiwalentny.

Przeptyw wywotany réznicg wysokosci hydraulicznych AH pomigdzy przekrojami Ai B
odbywa sie przez poszczegélne warstwy w kierunku réwnoleglym do warstw. Oznaczajgc

My, m_ ... m, migzszo$¢ poszczegolnych warstw oraz przez Ki,K,,...K, ich wspdtczynniki

przepuszczalnosci, mozemy korzystajac z prawa Darcy’ego obliczy¢ wydatek przeptywajgcej przez 1mb
kazdej z warstw wzorami.

Ol = IEZI.Vl = mllklll’

02 = F2V2 = m21k2/2, (6 1)

Oﬂ = FnVﬂ = mnlkn/n'



Poniewaz, spadek hydrauliczny dla kazdej z warstw jest jednakowy, réwny A% , gdzie L jest to

odlegto$¢ pomiedzy przekrojami A i B, wydatek dowolnej / — fef warstwy wynosi:
Q =mk;l . (6.2)

Rozwazmy nastepnie ekwiwalentny osrodek porowaty poddany dziataniu takiego samego spadku
hydraulicznego | oraz spetniajgcego warunek, ze wydatek calkowity przepltywajgcy przez ten osrodek
jest rowny sumie wydatkow przeptywajgcych przez wszystkie n warstw osrodka uwarstwionego:

O:iQ. (6.3)
1

Poniewaz zgodnie z prawem Darcy’ego przeptyw przez ten osrodek mozemy okresli¢ wzorem:

Q=Ilk,>. m,, (6.4)
1
mozna zapisac zaleznosé:
k,> - m, =1y mk,. (6.5)
i=1 /=1

Z zaleznosci (6.5) mozna obliczy¢ wartosé srednig wspotczynnika filtracji Darcy’ego ke dla osrodka
ekwiwalentnego wzorem:

(6.6)

Przypadek II.

Rozwazmy pionowo uwarstwiong warstwe przepuszczalng skladajacg sie z n warstw o réznym
wspétczynniku filtracji k — rys. 14
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Rys. 14. Przeptyw przez o $rodek zto zony z kilku warstw uto  zonych réwnolegle do kierunku

przeptywu
a) osrodek uwarstwiony, b) o srodek ekwiwalentny.

Przeptyw wywotany réznicg wysokosci hydraulicznych AH pomiedzy przekrojami A i B
odbywa sig przez poszczegdlne warstwy w kierunku prostopadtym do warstw. Oznaczajac /,, /2 yeeeeenn /

szerokosci poszczeg6lnych warstw oraz przez kl,kz, ..... /(,7 ich wspotczynniki przepuszczalnosci,
mozemy korzystajgc z prawa Darcy’ego obliczy¢ predkosé filtracji przeptywajacej przez 1mb kazdej z

warstw wzorami:

v, =k,
Ve = Kela (6.7)
v,=k,l,.

Poniewaz w obszarze filtracji nie ma zrédet cieczy, a zakladamy, ze zaréwno osrodek porowaty, jak i
ciecz jest niescisliwa, wydatek przeptywajacy przez dowolny przekrdj prostopadly do kierunku
przeptywu jest taki sam, wiec:

Ol:OZ:...:On:O_ (6.8)

Poniewaz migzszos¢ wszystkich warstw jest stata, réwna m, wiec rowniez predkos¢ przeptywu przez
kazdg z warstw jest jednakowa:

V,=V, ==V, =V. (6.9)

Przyjmujgc wartos¢ predkosci przez poszczegdllne warstwy réwng v mozemy obliczyé spadek
hydrauliczny przypadajgcy na kazdg z warstw:

4
h=—,
kl
4
l,=—,
K, (6.10)
4
/ =
k/?
Wiemy, ze spadek catkowity pomiedzy przekrojami A i B wynosi I, wiec:
n
1=>1,. (6.11)
i=1

Dla osrodka ekwiwalentnego zakladamy takg samg predkos¢ filtracji cieczy przeptywajgcej przez
dowolny przekréj prostopadty do kierunku przeptywu osrodka uwarstwionego:

v=k,l. (6.12)

Stad uzyskujemy rownanie:



n

74
/=1 k/‘

d (6.13)
K, '
Na podstawie réwnania (6.13) mozemy obliczy¢ warto$¢ srednig wspotczynnika filtracji /(e dla osrodka
ekwiwalentnego wzorem:

1
n 1 :
2
Jak wida¢, ekwiwalentny wspétczynnik filtracji jest srednig geometryczng z wartosci wspétczynnikéw
filtracji osrodka jednorodnego. Powyzszy przyktad jest analizowany metodg teorii homogenizaciji w
rozdziale VI. Dla przypadkéw osrodka niejednorodnego, bardziej skomplikowanego niz przypadki

analizowane powyzej, nalezy stosowaé bardziej zlozone narzedzia matematyczne oparte na
twierdzeniach teorii homogenizaciji.

(6.14)

e —

6.2 Przyktady rozwi gzan zadan dwuwymiarowych w oparciu 0 aproksymacj e
Dupuit .

6.2.1 Zagadnienia przeptywu ustalonego przy zasilan  iu bocznym - przeptyw wody przez
grobl e.

Grobla zbudowana z gruntu jednorodnego i izotropowego o wspotczynniku filtracji k spoczywa
na poziomo utozonym stropie warstwy nieprzepuszczalnej (rys. 15).

Hi

Rys. 15 Schemat zadania — przeptyw wody przez grobl e.

Szerokosé grobli wynosi 1m, natomiast dlugos¢ |. Poziom wody po jednej stronie grobli wynosi
H,, natomiast po drugiejH,. Przeptyw wody przez groble jest ustalony. Wyznaczymy poziom

zwierciadta wody w grobli oraz wydatek przeptywajgcej przez groble wody.
Linie prgdu w tym przypadku wyglgdajg tak, jak to pokazano na (rys. 16).



e linie prqdu

powierzchnie podzialu

Rys. 16 Linie pr gdu i powierzchnie przekroju.

Widaé wiec, ze podziat obszaru filtracji przekrojami pionowymi prostopadtymi do brzegu
nieprzepuszczalnego odpowiada zatozeniom teorii Dupuit. Predkosc filtracji w odlegtosci x od poczatku

uktadu wspotrzednych wyniesie:

dH

v=k—. (6.15)
dx
Wydatek przypadajacy na 1mb grobli jest rowny:
aH
g =Fv =kH—=const . (6.16)
ax

Rozwigzujgc powyzsze réwnanie rozniczkowe zwyczajne metodg rozdzielenia zmiennych, otrzymamy:

2
H= [——qx+cj . (6.17)
k
Uwzgledniajgc warunek brzegowy:
dla X=0,H =H,
oraz Xx=IH=H,,

wyznaczymy state ¢ oraz wydatek g w réwnaniu (6.17):

-2
c=H/,

(6.18)

— k 2 2

q= Pl (H1 —H; )
Roéwnanie opisujgce powierzchnige swobodng zwierciadta wody ma wiec w postac:
X

H :\/—(Hf—HZZ)l—+Hf. (6.19)



Rozktad predkosci filtracji wzdtuz drogi przeptywu przedstawia sie nastepujgco:
k  H2-H?Z

2 uz-(z-wz)

(6.20)

6.2.2 Doptyw do studni w warstwie o zwierciadle swo  bodnym przy zasilaniu bocznym.

Rozwigzemy doptyw do studni o zwierciadle swobodnym (rys.17) przy nastepujgcych
zatozeniach:

AH
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Rys. 17 Schemat zadania — doptyw cieczy nie $cisliwej do studni.

studnia o promieniu r lezy na srodku wyspy o promieniu R,

warstwa wodonosna o wspoétczynniku filtracji k jest jednorodna i izotropowa,

strop warstwy nieprzepuszczalnej jest utozony poziomo,

studnia siega spggu warstwy przepuszczalnej (studnia zupetna) i jest do niej prostopadta,
przed pompowaniem zwierciadto cieczy jest poziome,

na brzegach wyspy poziom wody wzgledem stropu warstwy nieprzepuszczalnej wynosi H,
w studni H,
przeptyw jest ustalony i laminarny.
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Zaznaczmy na rys. 18 przebieg linii pradu dla rozwigzywanego zadania.
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Rys18. Przebieg linii pr gdu.

Obszar filtracji w tym przypadku podzielimy pionowymi, wspoétosiowymi ze studnig powierzchniami.
Predkosc filtracji w odlegtosci r od osi studni wyniesie:

V= kd_H ,
dr
wydatek natomiast bedzie rowny:
Q= 2nde—H.
dr

Rozwigzujgc powyzsze rownanie rézniczkowe metodg rozdzielenia zmiennych otrzymamy:

H :wfglnr+c. (6.21)
7K

Warunki brzegowe dla rozpatrywanego przypadku sg nastepujace:

dla r=ry; H=H,
oraz r=R H=H,.

Uwzgledniajgc powyzsze warunki uzyskujemy réwnanie opisujgce powierzchnie zwierciadta wody w
postaci:

r
In—
r
H= [H2 - (7 -HE) 622
In—
I’0
oraz wzér na wydatek doptywajgcego do studni:
7k(H? —H¢Z
Q:—( lR 0), (6.23)
In—
I’0
natomiast predkosc¢ filtracji wyrazi sie wzorem:
kiHZ -HZ2
V= ( L 0) . (6.24)
R
R In—
2rIn" [H2 —(H2-H2)T
r.0 |nB
r.0

6.2.3. Doptyw do studni w warstwie o zwierciadle na  pietym.

Zadanie rozwigzemy przy zatozeniach z przyktadu poprzedniego (podrozdz. VII. 2.2) z tym, ze
w miejsce trzeciego zalozenia dajemy zatozenie nastepujgce: warstwa wodonosna o statej migzszosci
M jest utozona poziomo (rys. 7.7).
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Rys. 19 Schemat zadania — doptyw do studni w warstw  ie o zwierciadle napi etym.

tatwo zauwazy¢, ze, podobnie jak w przykiadzie rozwigzanym poprzednio (podrozdz.VIl. 2.2) obszar
filtracji mozna podzieli¢ pionowymi, wspotosiowymi powierzchniami (rys. 19). Predkosé filtracji w
odlegtosci r od studni napiszemy zgodnie z teorig Dupuit w postaci:

dH
v=k—.
dr
Roéwnanie ciggtosci przeptywu ma postac:
dH
Q=2mrMk—. (6.25)
dr
Rozwigzanie tego réwnania ma postaé:
H= Q Inr+c. (6.26)
Mk

Warunki brzegowe dla rozpatrywanego przypadku sg nastepujace:

dla r=ry;, H=H,
oraz r=R H=H,.

Ostatecznie rozwigzanie zadania po uwzglednieniu warunkéw brzegowych ma postac:

1. réwnania opisujgcego linie piezometryczng cisnien:

H=—2 In"sh,. (6.27)
27TKM 1,
2. wydatku doptywajgcej do studni wody:
Q=2nkM (Hl_HO); (6.28)
R
In—
o

3. rozktadu predkosci wzdtuz drogi filtracii:



V:M_ (6.29)
R
rin—
lo

Wzory stanowigce rozwigzania w poprzednich podrozdziatach [VII.2.1 do VII.2.3] stosuje sie czesto w
praktyce inzynierskiej nie tylko do obliczania studni bedacych w $rodku wyspy otoczonej woda, lecz
réwniez w przypadkach schematéw przedstawionych na rys. 7.8.
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Rys. 7.8. Schematy doptywu wody do studni.

Do obliczeh potrzebna jest w tym przypadku znajomosé zasiegu leja depresji R. Okresla sie jg przy
pomocy wzoréw empirycznych. Do najczesciej stosowanych zalicza sie:

»  wz6r Sichardta — dla studni o zwierciadle napietym:

R = 3000svKk , (6.30)

gdzie

s=H, - H,= depresja w [m],

k = wspotczynnik filtracji w [m/s],

R = promien zasiegu leja depresji w [m];

»  wz6r Kusakina — dla studni o zwierciadle swobodnym:

R=575svkH , (6.31)

gdzie

s=H, - H,= depresjaw [m],

k = wspotczynnik filtracji w [m/s],

R = promien zasiegu leja depresji w [m],
H=>$rednia migzszo$¢ warstwy wodonosnej w [m].

Korzystanie z powyzszych wzoréw wymaga duzej ostroznosci. Trzeba pamieta¢, ze powinny byé
spetnione warunki okreslone zatozeniami teorii Dupuita, wiec zakres stosowania ich jest waski.
Szczegolnie, gdy depresja s jest duza, powinno wykorzystywac sie rozwigzanie wynikajgce z teorii lepiej
opisujacej rzeczywistosé.

6.2.4 Zeskok hydrauliczny.

W przypadku wystepowania swobodnego zwierciadta wody na powierzchni stanowigcej granice
obszaru filtracji, przez ktérg nastepuje wyplyw wody, powstaje uskok hydrauliczny. Jest to réznica



miedzy poziomem zwierciadta wody w obszarze filtracji przy wyptywie a poziomem wody poza tym
obszarem (rys. 7.9).
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Rys. 20. Zeskok hydrauliczny.

W oparciu o teorie Dupuit nie da sie okresli¢ wielkosci zeskoku hydraulicznego z réwnan teorii.
Dlatego w przypadku stosowania tej teorii wielko$¢ uskoku hydraulicznego AH okreslana jest na

podstawie licznych wzoréw empirycznych. Dla przyktadu dla studni zupetnej mozna obliczy¢é wartosé
AH w oparciu o wzoér (6.32) [Czarnego, 1948]:

Ic
aH = | Q| 07310 LK

-05|+H?2|-H,,
K r 0 0

(6.32)

gdzie:
Q = wydatek studni |_m3 / SJ ,
k = wspétczynnik filtracji [m/g]],
I, = promien studni [m],

H, = poziom wody w studni [m].

Orientacyjnie uskok hydrauliczny dla studni mozna obliczy¢ z prostszego wzoru empirycznego:

_ 0,005s?
== (6.33)

AH

gdzie:

AH = uskok hydrauliczny [m],
S = depresja [m],

M = migzszos¢ warstwy wodonosnej [m].

6.3 Doptyw do studni niezupetnych.
Najczesciej stosowane wzory na obliczenie doptywu do studni niezupetnych mozna podzieli¢
na dwie grupy:

wzory uwzgledniajgce niezupetnosé studni poprzez poprawke okreslong na drodze
doswiadczalnej,

wzory analityczne wyprowadzone przy zalozeniu, ze w pewnym obszarze przeptyw ma
charakter sferyczny

10



Wzory analityczne dajg na ogét doktadniejsze wyniki, lecz ze wzgledu na ich duzg liczbe nie bedg w
niniejszej pracy cytowane. Czytelnik znajdzie je w innych monografiach [Wieczystego, 1982], [Pazdro,
1983] oraz w [Poradniku Hydrogeologa, 1971]. Podany zostanie wzér na obliczenie doptywu do studni

niezupetnej Q,, z poprawka Ph. Forchheimera:

Q. =Q.b. (6.34)

gdzie:
Q, = wydatek studni zupetnej w analogicznych warunkach hydrogeologicznych,
b= poprawka Forchheimera.

F
il
| B

Rys. 21 Studnia niezupetna w warstwie o zwierciadle swobodnym.

Warto$¢ poprawki dla studni w warstwie o zwierciadle swobodnym (rys. 8.10) przy spetnieniu warunku

%(H ~s)<| wynosi:

b= [|—./[2——, 6.35
h h (6.35)
Tak wiec wydatek Q,, bedzie réwny:
7R(HZ -H¢Z
Q:—( R O)b. (6.36)
In—
rO

1
W przypadku, gdy é(H —S)>| przyjmuje sie, ze strop warstwy nieprzepuszczalnej zalega na

gtebokosci H,, zwanej migzszoscig strefy aktywnej. E.A. Zamarin zaleca przyjmowa¢ H, w
zalezno$ci od depres;ji studni (tabela 7.1)

Tabela 7.1
s/(s+1) 0,2 0,3 0,5 0,8 1.0
H, /(s+1) 13 15 1,7 1,85 2,0

11



Po okresleniu H , obliczamy ha = H_, — s i wstawmy do wzoru (6.36) zamiast H1 i Ho.
Warto$¢ poprawki Ph. Forchheimera dla studni w warstwie o zwierciadle napietym wynosi:

/I / [
b= |—42-——, 6.37
M M (6.37)

M = migzszos¢ warstwy wodonosne;j,
| =  diugosc filtra.
Wydatek studni niezupetnej jest, zatem réwny:

27Mks | | I
=22 42— 6.38
Qw |R’/'V”/ v (6.38)
ni
r0

Jezeli migzszos¢ warstwy wodonosnej jest duza, to nalezy okresli¢ migzszos¢ strefy aktywnej H , wg.

gdzie:

relacji Zamarina [ ] i we wzorze (6.38) w miejsce M wstawimy H .

6.4 Wspotdziatanie studni.

W praktyce inzynierskiej bardzo czesto wystepuje problem okreslenia ksztattu powierzchni
zwierciadta wody podziemnej (lub piezometrycznej powierzchni cisnien) w otoczeniu studni
wspotdziatajgcych, badz obliczenia ich wydajnosci. Ponizej przedstawiona zostanie jedna z wielu metod
obliczania studni wspotdziatajgcych. Jest to metoda P. Forchheimera szczegélnie chetnie stosowana
przy projektowaniu systemow odwadniajgcych, ktérych zadaniem jest utrzymanie stalego obnizenia
zwierciadla wody podziemne;j.

Zatozenia tej metody sg nastepujgce:

* wwarstwie wodonos$nej o swobodnym zwierciadle wody zlokalizowano n studni w odlegtosciach

umozliwiajgcych wzajemny wptyw na siebie,

e spag warstwy wodonosnej jest poziomy,

» studnie sg zupetne i prostopadte do spggu warstwy wodonosnej,

» warstwa wodonosna o wspotczynniku filtracji k jest jednorodna i izotropowa,

e przed pompowaniem zwierciadto wody jest poziome,

e woda pompowana jest ze wszystkich studni tak dtugo, ze przeptyw jest ustalony,

» przeptyw wody podziemnej jest laminarny,

» zaklada sie stusznos$¢ rozwigzania zagadnienia doptywu do studni w warstwie o zwierciadle

swobodnym.

Rys. 21 Wspoétdziatanie studni w warstwie o zwiercia  dle swobodnym.

Metoda Ph. Forchheimera bazuje na twierdzeniu, ze jesli dla kazdej z n studni pracujgcych oddzielnie
zwierciadto wody podziemnej opisujg rownania:

12



2

yi = fxy) v =00y L yi=fxy),

to réwnanie opisujgce powierzchnie zwierciadta wody, gdy wszystkie studnie pracujg rownoczesnie i
oddzialujg na siebie ma postac:

n

y> =Y fi(xy)}c. (6.39)

i=1
Stalg ¢ wyznacza sie w tym réwnaniu z warunkéw brzegowych wystepujacych na granicy zasilania.

Zgodnie ze wzorami (6.21) i (6.22) dla studni pracujgcej oddzielnie w warunkach przeptywu
swobodnego, réwnanie opisujace powierzchnie zwierciadta wody ma postac:

H2=HZ+ 2in "
K T,

Dla kazdej z n studni dziatajgcej nie zaleznie (rys. 7.11) mozemy zapisac:

r.
yr =Hg +%|n_l*
r01
r
v =HE+ 2in 'z
TK 1y,
yl2 = H02i +g|n_',
r.Oi
Vi = HE, + i
TK 1y,
gdzie:
0 H, oznacza gteboko$¢ studni w i-tej studni,
Q Y, topoziom zwierciadta wody w dowolnym punkcie A oddalonym o promien ri od srodka i-tej

studni, gdyby pracowata ona samodzielnie,

Q okresla wydatek i-tej studni,

I oznacza odlegtos¢ punktu A od srodka i-tej studni,
K to wspotczynnik filtraci,

Iy okresla promien i-tej studni.

OO0 D0 O

Dla studni oddziatywujgcych zgodnie z powyzszymi wzorami réwnanie zwierciadta wody przyjmie
postac:

n Q. r
y?=> =tIn-- +c, (6.40)
2™,

Statg ¢ mozna wyznaczy¢ biorgc pod uwage punkt B lezgcy na granicy wpltywu systemu wszystkich
studni. Dla tego punktu odlegtosci pomiedzy studniami sg mate w poréwnaniu z odlegtoscig do tego

punktu, co pozwala zatozy¢, ze X, = X, =....= X, = R. Uwzgledniajac warunek, ze w odlegtosci R
Yy = H dostajemy:

13



ooy QR
i=1 7#( ri
wstawiajgc statg ¢ do réwnania (6.40) mamy:
\/ 29 R (6.41)
i=1 7k ri

W najprostszym przypadku mozna przyja¢, ze wydatki poszczegdlnych studni sg jednakowe:
Ql :Q2 :"':Qi :...:Qn :Q_

Woéwczas powierzchnie zwierciadta swobodnego wéd gruntowych opisuje réwnanie:

y=\/HZ—%(nlnR—ln(rlrz---rn)). (6.42)

Jesli z kolei zatozymy, ze znamy w pewnym okreslonym punkcie A, znajdujgcym sie w obszarze
oddziatywania studni, wartos¢ Y, okreslajgcg potozenie zwierciadta wody, to na podstawie (6.42)
mozemy okresli¢ wydatek Q, jaki powinna mie¢ kazda studnia:

71'<(H 2 —yA)
ninR-In(xx,---x,)’

Q= (6.43)

a tym samym wydatek catego ujecia wynosi:
Q. =nqQ. (6.44)

W przypadku rezimu przeptywu pod ci$nieniem postepujemy analogicznie jak w przypadku przeptywu
swobodnego wykorzystujgc zasade superpozyciji.
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