Modelowanie przeptywu cieczy przez o  srodki porowate
Wyktad V

5.1Aproksymacja Dupuit.

Aproksymacja Dupuit jest najstarszym modelem przeptywu filtracyjnego i mimo uproszczen
idgcych naszym zdaniem zbyt daleko, jest do$¢ powszechnie stosowana przez inzynierow
budownictwa lgdowego i wodnego, melioracji i pokrewnych dziedzin do projektowania systemow
odwodnieniowych.

Dupuit wprowadzit zatozenia do opisu filtracji, ktére powoduja, ze przeptywy dwu- i
trojwymiarowe sprowadzajg sie odpowiednio do przeptywdw jedno- i dwuwymiarowych. Istote tych
zalozen wyjasnimy na przyktadzie przeptywu dwuwymiarowego rys.11.
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Rys. 11 Schemat dla zobrazowania zato zen aproksymacji Dupuit.

W obszarze filtracji poprowadzimy dwa przekroje prostopadie do powierzchni
nieprzepuszczalnej, oddalone od siebie o nieskoriczenie malg odleglosé @/ Dupuit wprowadzit
nastepujgce zatozenia:

[) wysoko$é hydrauliczna jest jednakowa we wszystkich punktach przekroju;

2) przeptyw jest jednostajny;

3) predkosc filtracji jest prostopadta do powierzchni przekroju prostopadtego, ktéry jest prostopadly do
powierzchni nieprzepuszczalne;j.

4) Filtrujgca ciecz jest niescisliwa podobnie jak szkielet przez pory, ktérego odbywa sie przeptyw.

W wyniku tych zatozen predkos¢ filtracji bedzie jednakowa w kazdym punkcie danego przekroju
i wyniesie:
aH
V=k——. (5.1)
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Jest wiele zadan w praktyce inzynierskiej, do ktérych to zadan z dostateczng doktadnoscig
mozna stosowac teorie Dupuit. Wielkos¢ btedu wynikajgcego z przyjecia zatozen Dupuit zalezy od
stopnia, w jakim zatozenia teorii Dupuit odbiegajg od rzeczywistosci, w szczegélnosci, gdy linie pradu
nie przebiegajg prostopadle do powierzchni przekroju stanowigcg ptaszczyzne prostopadia do
powierzchni nieprzepuszczalne;j.

W zalezno$ci od ksztaltu powierzchni przekroju, rozwigzywa¢ bedziemy zadania w prostokgtnym,
walcowym lub sferycznym uktadzie wspo6trzednych. Uogélinienie teorii Dupuit na przypadek przeptywu
nieustalonego, bedgcego wynikiem doptywu wad infiltracyjnych do swobodnej powierzchni przeptywu
jest teoria Boussinesqu'a.



5.2 Zalozenia i rownanie teorii Boussinesqu’a.

Rozwazmy przypadek przeptywu swobodnego w tréjwymiarowej przestrzeni x,y,z. Plaszczyzna

x,¥,0 znajduje sie na granicy warstwy przepuszczalnej i nieprzepuszczalnej.
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W teorii Boussinesqu’a opisujgcej przeptyw nieustalony przyjmuje sie nastepujgce zalozenia:

osrodek, przez ktory nastepuje przeptyw jest jednorodny i izotropowy,

przeptyw odbywa sie w zakresie liniowego prawa przeptywu Darcy’ego (ruch laminarny),
wysokos¢ hydrauliczna wzdtuz wycietego z obszaru prostopadioscianu jest w kazdym punkcie
jednakowa i réwna wysokosci tego prostopadtoscianu (rys. 11),

przeptywajgca przez osrodek ciecz (w domysle woda) jest nieodksztatcalna,

wiasnosci filtracyjne okresla staty w catym obszarze wspétczynnik filtracji k,

predkos¢ filtracji jest wektorem dwuwymiarowym o sktadowych V, i vy odpowiednio w kierunku osi
X i y spetniajgcych réwnania Dupuit:
oH . oH

V. =k— | v, =k—, 5.2
X ox Y ay -2

do powierzchni swobodnej doptywaja wody infiltracyjne o wydatku infiltracji Q. ,
wydatek infiltracji przypadajgcy na obszar elementarny réwny jest:

Q. =&adxdy , (5.3)
gdzie & okresla predkos¢ doptywu wod infiltracyjnych zwana dalej intensywnoscig infiltraciji,
obszar filtracji zmienia siw czasie, co ha schemacie 12 reprezentuje podniesi¢

zwierciadta wody w przedziale czasu dt o wiétkdH,
przez podstawe prostopadio$cianu nie wystepuje przeptyw — brzeg nieprzepuszczalny
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Rys. 12 Schemat obrazuj acy zato zenia teorii Boussinesqu'a

Catkowity przyrost wydatku Q stanowi sume przyrostu wydatkéw przeptywajgcych w kierunku

osi X, y iz, wiec:

dQ=dQ, +dQ, +dQ, . (5.4)

Przyrost wydatku w kierunku osi z ze wzgledu na brak przeptywu przez podstawe

prostopadtoscianu elementarnego wynosi:



aQ, =Q,, =eaxay . (5.5)

Obliczmy przyrost wydatku dQX:

0@, = ax. (5.6)
ox
gdzie
OX = FI]XVX
przy czym
F., =adyH oraz v, =k%, (5.7)
ox
wiec
aq, :i(kH%dyjdx. (5.8)
ox ox

Poniewaz k jest wielkoscig stala, a y jest zmienng niezalezng od x, wiec:

aq, = ki(H%j axdy . (5.9)
ox ox

Podobnie obliczymy przyrost wydatku de Ze wzoru:

aqQ, :ki Hﬂ axdy . (5.10)
oy oy

Catkowity przyrost wydatku przeptywajgcego przez obszar elementarny wynosi:

a’O=ki(Hﬂja’Xdy+ki Hﬂ axdy + edxdly . (5.11)
0x 0x ay oy

Zmiana wydatku dQ w czasie dt w obszarze filtracji powoduje wzrost lub ubytek catkowitej objetosci fazy
cieklej w obszarze filtracji:

_av

0Q =—-, 5.12
Q o (5.12)

gdzie dV okresla przyrost objetosci obszaru elementarnego, ktéry mozna wyrazi¢ wzorem:
adV =dQdt . (5.13)
Zmiane objetosci dV mozemy w przyblizeniu obliczy¢ ze wzoru:

aV = u,dHaxay , (5.14)

gdzie [, jest wspotczynnikiem porowatosci efektywne;.
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Poniewaz dH okresla przyrost wysokosci hydraulicznej w czasie dt, mozemy uwzgledniajgc fakt, ze
przyjety przez nas ukfad odniesienia jest ukladem Lagrange’a , zapisac:

aH :%o’l, (5.15)
ot
wiec:
av =pu, %dxdydf : (5.16)

Korzystajgc ze wzoru (5.16) i uwzgledniajgc wzory (5.11) i (5.12), mozna zapisac:

oH o (, oMY a(, oH
N oy =\ k2 HO ek L O s laxay. (517
He ot &Y { ax( axj ay( 6yj } 4 6-17)

Dzielgc obie strony rownania przez dxdy dostajemy ostatecznie réwnanie Boussinesqa w postaci:

yeﬂ=ki(/4%j+ki H \ie. (5.18)
ot 0x 0x oy oy

W przypadku braku infiltracji rbwnanie Boussinesga sprowadza sie do réwnania Dupuit dla
przypadku przeptywu przestrzennego (model dwuwymiarowy przeptywu tréjwymiarowego).

Powyzsze réwnanie (5.18) jest nieliniowe i z tego powodu istnieje istotna trudno$¢ w jego
rozwigzywaniu. W takim przypadku poszukuje sie réwnania liniowego, ktére daje rozwigzania zblizone
do réwnania oryginalnego. Poszukiwanie takiego réwnania nazywa sie procesem linearyzacji, a
ekwiwalentne rownanie liniowe rownaniem zlinearyzowanym Boussinesqa.

5.3 Linearyzacja rownania przeptywu nieustalonego.
W literaturze prezentowane sg dwie metody linearyzacji rownania Boussinesqu’a:

* metoda Boussinesqu’a,
* metoda Bagrowa — Wierygina.

Metoda Boussinesqu’a wynika z zastgpienia cztondéw nieliniowych rownania cztonami
liniowymi zaktadajgc, ze wysokos¢ hydrauliczna H w cztonach znajdujgcych sie w nawiasie jest

wielkoscig statg i rowna sie wielkosci $redniej migzszosci warstwy wodonosnej H =H, , wiec
réwnanie (5.18) mozemy zapisaé¢ w postaci:

ye"’_H:ki(Hs,,"’_H}ki H, 27 s, (5.19)
ot 0x ox oy oy

Mozemy wyciagna¢ H , przed znak pochodnej, a nastepnie po podzieleniu obu stron réwnania przez

kH « dostajemy zlinearyzowane réwnanie Boussinesqu’'a w postaci:

U, OH:02H+62H+ £
kH, 0f ox> dy® KkH.,

(5.20)

Metoda Bagrowa — Wierygina jest nieco bardziej ztozona i opiera sie na nastepujgcym rozumowaniu:
« pochodne czagstkowe po 0X | 0y wystepujgce w rownaniu (5.17) mozemy zapisaé wzorami

réwnowaznymi:
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(5.21)
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e pomnoézmy obie strony réwnania (5.21) przez H, wéwczas po uwzglednieniu powyzszych
zaleznosci mozemy zapisaé

aZ(HZJ OZ[HZJ
WO —ppy N2 ) N2y

o 5.22
ot 0x° ay? s’ 5-22)

He

» czlon po prawej stronie powyzszego rownania mozna zapisa¢ wyrazeniem réwnowaznym:

2
o -
OH _ 2

ot M or

wH ; (5.23)
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«  zastepujac H przy drugich pochodnych po x i y przez H , oraz podstawiajgc T=7
dostajemy zlinearyzowane réwnanie Bousinessqu’a w postaci:

2 2
M, 0r_0r+£ £

9 - += 5.24
kH, at dx* dy® k (524

Obydwa réwnania (5.19) i (5.24) majg podobng posta¢, ale ich rozwigzanie prowadzi do
odmiennych rozwigzan opisujgcych proces przeptywu. Konsekwencje obydwu linearyzacji
przedstawimy w dalszych podrozdziatach na przyktadach zadania przeptywu przez groble z
uwzglednieniem zasilania wodami infiltracyjnymi w rozdziale VIII.



