Modelowanie przeptywu cieczy przez o  srodki porowate

Wykiad IV

Model 2D dla przypadku przeptywu cieczy nie  $cisliwej przez pory nieodksztatcalnego
szkieletu.

4.1. Funkcja potencjatu pr edko Sci.

Rozwigzanie konkretnego zagadnienia przeptywu filtracyjnego powinno by¢ traktowane jako
zadanie trojwymiarowe. Jednak rozwigzanie szeregu zagadnien metodami analitycznymi nastrecza
duze trudnosci, a w przypadku metod numerycznych jesteSmy ograniczeni wielko$cig pamieci maszyn
matematycznych. Dlatego rozpatrujemy czesto przeptyw w okreslonym przekroju zakladajac, ze w
poblizu tego przekroju wiasnosci osrodka, geometria uktadu warstw, a wiec i parametry przeptywu sg w
przyblizeniu takie same. Woéwczas sktadowa predkos¢ normalna do przekroju jest réwna zero.

Jezeli w zasiegu rozpatrywanego obszaru zmienia sie uktad warstw lub wtasnosci osrodka,
wolwczas mozna rozwigzac¢ zagadnienie w kilku przekrojach, przyjmujac jednakze do obliczen zawsze
schemat dwuwymiarowy.

W przypadku ptaskiego przeptywu filtracji rownanie przeptywu cieczy niescisliwej przez osrodek
jednorodny izotropowy mozna zapisa¢ w postaci:

0°d 0°D
—+—=0 (4.1)
ox< dy
lub
0°® =0. (4.2)

Roéwnanie jest wazne w przypadku, gdy rozpatrujemy przeptyw przez osrodek jednorodny i izotropowy.
Rozwigzaniem réwnania (4.2) jest funkcja potencjatu predkosci @ (X, y) . Przyréwnujac funkcje @ do
stalej C, takiej, ze

kH, <|C|< kH,, (4.3)

gdzie Hi i H2 sg to ekstremalne wysokosci hydrauliczne na brzegach obszaru filtracji wywotujgce
przeptyw wody w rozpatrywanym obszarze, to dla:

®(x,y)=C =const (4.4)

dostajemy réwnanie linii jednakowego potencjalu C, ktéry bedziemy nazywaé powierzchnig
ekwipotencjalng.

4.2. Funkcja pr adu.

Przeptyw filtracyjny odbywa sie wzdtuz linii normalnych do powierzchni ekwipotencjalnych.
Wykazemy, ze jest tak w rzeczywistosci. W przypadku przeciwnym, gdyby linia prgdu nie byta normalna
do linii ekwipotencjalnych, mozna by okresli¢ skiadowg predkosci przeptywu styczng do powierzchni
ekwipotencjalnej.
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Rys. 5 Zwi gzek dla linii pr adu.

J

Jak wynika z (4.4) gradient hydrauliczny wzdtuz powierzchni ekwipotencjalnej jest réwny zeru,
wiec zerowemu gradientowi hydraulicznemu odpowiedataby skoriczona warto$é predkosci filtracji, co
sprzeczne jest z prawem Darcy. Rozpatrzymy dla przyktadu pewien odcinek linii pradu, (linia
poprowadzona w polu predkosci filtracji w ten sposob, ze styczne do niej w kazdym punkcie wskazuja
kierunek wektora predkosci) na rys. 5. Wezmy dwa punkty [A(X, y) i B(X, ¥)] znajdujgce sie na linii pradu
i oddalone od siebie o nieskonczenie maly odcinek ds.

Z punktu A przeprowadzimy styczng do linii prgdu i wzdtuz niej okreslimy obraz graficzny
wektora predkosci V. w punkcie A(X, y). Rzutujgc wektor na kierunek poziomy i pionowy, dostaniemy
wspotrzedne wektora V, i v,. Wektor V wraz ze wspotrzednymiV, i V,, tworzy trojkgt prostokgtny

ADE.

Poniewaz punkt B znajduje sie nieskoriczenie blisko punktu A, mozna przyjaé z doktadnoscig do matych
wyzszego rzedu, ze styczna AE pokrywa sie z sieczng AB, wigc AADE = AABC .

Stad mamy:

y

v, ay
Roéwnanie (4.5) mozna zapisa¢ inaczej:
-v,ady +v, dx =0, (4.6)

ale ktére powinno by¢ spetnione w dowolnym punkcie linii prgdu.
Zatézmy, ze istnieje funkcja ¥/ (X, y) okreslona w obszarze filtraciji, taka ze r6zniczka zupetna
tej funkcji wynosi:

dV=v dx-v,dy. 4.7

Jak wiemy, warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na istnienie rézniczki zupetnej w postaci:
dF = Fadx +F,dy (4.8)

jest warunek:



— (4.9)
oy Ox
W naszym przypadku:
F=v,, F=-v,, (4.10)
wiec, aby istniata rézniczka zupetna w postaci (4.8), powinien by¢ spetniony warunek:
ov v
— L =-""x (4.11)
oy 0x
co mozemy zapisac inaczej w postaci:
ov, av
L +—x=0. (4.12)
oy Oox

Réwnanie (4.12) jest rownaniem ciggtosci przeptywu dla przypadku przeptywu ptaskiego
(v, = 0). Wykazalismy wiec, Ze istnieje rozniczka zupetna funkcji w postaci (4.8). Wyrazmy pochodne
czastkowe funkcji W przy pomocy sktadowych wektorow predkosci.
Poniewaz r6zniczke zupetng funkcji WY mozna zapisa¢ w postaci:

sza—qux+a—quy, (4.13)
0x ay
dostajemy:
= —a_LP % :a_LIJ (4.14)
oy Yoox '
Z rownania (4.6) wynika, ze dla kazdej linii prgdu:
awv =0, (4.15)

wiec linie pradu okresla réwnanie:

W(x,y)=const, (4.16)

dlatego funkcje W bedziemy nazywali funkcj g pradu.
Zbadajmy relacje funkcji pradu W i funkcji potencjatu @ . W tym celu skorzystamy ze zwigzkow:

v 0P
vV, =— i vV, =—,
oy 0x

ow _ 0P
= | [/ :—,

Y ay Y ay

stad dostaniemy:



D _ W

= =T 4.17
0x oy 17
i
0d oW
o®_o¥ (4.18)
oy 0x

Zwigzki (4.17) i (4.18) sg zwigzkami Cauchy - Riemanna , wiec zgodnie z pracg [Trajdosa-Wrébla,
1965] rodziny krzywych:

®=const i WY =const (4.19)

sg wzajemnie ortogonalne. Uklad tych linii w przypadku zagadnien filtracji nazywamy siatkg
hydrodynamiczng przeptywu.

Rozniczkujgc zwigzek (4.17) po 0y i zwigzek (4.18) po OX dostajemy:

0’0 _ Y
oxoy  ady*’
4.20
I’e _o°W e
oxoy o0x*

Poniewaz w powyzszych zwigzkach (4.20) lewe strony sg identyczne, mozemy zapisac:

PV EUR
YR 5 =0. (4.21)

Funkcja pradu W spehia wiec réwnanie Laplace’a, co mozemy zapisa¢ w postaci:

0°W =0. (4.22)

Rozwigzanie konkretnego zagadnienia sprowadza sie do rozwigzania réwnan rézniczkowych:

0% =0,
(4.23)
0y =0.

W wyniku rozwigzania powyzszych réwnan rézniczkowych mozemy okresli¢ siatke hydrodynamiczng
przeptywu. Sposoby rozwigzania ptaskich zagadnien filtracji zostang przedstawione w podrozdziale VIII.
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Rys: 6 Obliczenie wydatku przeptywaj acego pomi edzy dwoma liniami pr gdu.
Rozwazmy niewielki obszar siatki hydrodynamicznej przeptywu przedstawiony na rys. 6.

Obliczymy wydatek przeptywajgcy pomiedzy dowolng linig pradu W a linig oddalong o nieskonczenie
maty odcinek W +dW . Poniewaz wydatek cieczy przeptywajacej przez powierzchnie ds*1m wynosi:

adQ =vdas, (4.24)

wydatek przeptywajacy przez powierzchnie ekwipotencjalng reprezentowang linig A i B wynosi:

Q= Dj vds . (4.25)
AnB
Calke krzywoliniowg we wzorze (4.25) mozna zastgpi¢ catkg iterowang:

B
m vds = I(vydx -v,ay). (4.26)
A

AnB

Na podstawie wzoru (4.7) wiemy, ze

d¥=v,dx-v.ay, (4.27)
stad:
¥,
Q=[d¥=v,-w =V (4.28)
Ll"l

Znajac wiec wartosci funkcji pradu odpowiadajgcych dwém liniom pradu (przechodzgce przez
punkty A i B na rys. 4.12), mozna okresli¢ wydatek przeptywajacy pomiedzy tymi liniami pradu, ktérym
odpowiadajg odpowiednie wartosci funkcji pradu ¥, ,\¥,.

4.3. Siatka hydrodynamiczna przeptywu.

Wiekszosc¢ praktycznych zadan teorii filtracji mozna traktowac jako zadanie ptaskie lub osiowo
— symetryczne (optyw budowli wodnej, przeptyw przez grodze ziemne, doptyw do rowu lub studni).
Rozwigzanie konkretnego zadania bedzie polegalo na okresleniu w obszarze filtracji potencjatu
predkosci @ ifunkcji pradu W . Graficznym przedstawieniem rozwigzania zagadnienia bedzie uktad linii
® =consti W =const tworzgcych siatke hydrodynamiczng przeptywu.
W podrozdziatach 1V.2.8.1 i IV.2..8.2 wyprowadzono réwnania rozniczkowe, jakie spetniajg funkcje ®
iW, a mianowicie:

- dla zagadnieh ptaskich:



0°® =0 i 0°y =0, (4.29)
- dla zagadnieh osiowych symetrycznych:

Or’d=0 | Or*y =0, (4.30)

gdzie:

2 2
Or2 = 0 + 0 +li
or2 oy® ror

(4.31)

Funkcje @ i W muszg spetia¢ réwniez warunki brzegowe. Dla przypadku ptaskiego
zagadnienia przeptywu siatke hydrodynamiczng przedstawiono przyktadowo na rys. 7.

Rys. 7 Przyktad siatki hydrodynamicznej przeptywu.

IV.2.8.4. Warunki brzegowe i pocz atkowe.

W konkretnych zadaniach ograniczymy sie do kilku rodzajow warunkéw brzegowych na
granicach obszaru filtracji:

a) na granicach nieprzepuszczalnych,

b) na granicach przepuszczalnych,

c) wzdluz linii wyznaczonej przez powierzchnie swobodnych wéd gruntowych,

d) wzdtuz linii wyptywu wody ponad zwierciadlem wody swobodnej,

e) na granicy dwoch osrodkow przepuszczalnych o réznych wspoétczynnikach filtraciji.



Rys.8 Rodzaje granic obszaru.

Rodzaje granic obszaru dla przyktadowo przyjetego obszaru filtracji przedstawiono na rys. 8.
Ad.a) Nieprzepuszczalne granice obszaru filtracji wyznaczaja:

- &cianki szczelne (linia JN),

- zalozone granice obszaru filtracji (linia ALMH),

- linie kontaktu obszaru filtracji z warstwami nieprzepuszczalnymi,

- kontury zap0r (linia tamana DCBPOGFE).
Granice nieprzepuszczalne sg liniami pradu (patrz definicja linii prgdu) i dlatego funkcja pradu wzdtuz
tych linii ma warto$¢ stata:

W =const . (4.32)

Poniewaz sktadowa normalna do granicy nieprzepuszczalnej predkosci filtracji jest réwna zeru, warunek
brzegowy na funkcje potencjatu predkosci ma postaé

9 _ 0, (4.33)
on

gdzie: n —normalna do granicy nieprzepuszczalnej. Zazwyczaj granice nieprzepuszczalne ztozone sg z
odcinkéw prostych. Przyjmijmy, ze réwnane takiego odcinka ma postaé:

y=f(x). (4.34)

Rownania (4.32) lub (4.33) mozna rozpatrywaé jako warunki, ktére winny by¢ spetnione wzdtuz granicy
nieprzepuszczalnej opisanej réwnaniem (4.34).

Ad. b) Przy duzych rozmiarach zbiornika wodnego mozna zatozyé, ze rozkiad cisnienia p wzdtuz granic
przepuszczalnych jest zgodny z prawami hydrostatyki.




Rys. 9 Warunki brzegowe na granicach przepuszczaln  ych.

Dlatego w dowolnym punkcie M znajdujgcym sie na granicy AB (rys.9) miedzy gruntem a
zbiornikiem wodnym, wartos$¢ cisnienia wynosi:

p=p,+(H =y, (4.35)
gdzie:
P, — cisnienie atmosferyczne,
V., - ciezar wtasny wody,
H, - wysokos$¢ hydrodynamiczna w punkcie M w uktadzie osi (X, y)

VY —wysokos¢ potozenia w uktadzie osi (X, y)
Poniewaz funkcja potencjatu predkos$ci wyraza sie wzorem:

o=k +y)tc (4.36)

w

Warto$¢ funkcji @ w dowolnym punkcie M wynosi:

o, =—k(CeH)+c. (4.37)
v

w

Z tego wynika, ze dla dowolnego punktu M, znajdujgcego sie na granicy przepuszczalnej w kontakcie z
woda, funkcja potencjatu:

&d =const . (4.38)

Innymi slowy, granica przepuszczalna jest granicg statego potencjatu predkosci. Wzdtuz granicy
przepuszczalnej, sktadowe styczne wektora predkosci sg réwne zeru. Z tego wynika warunek brzegowy
na funkcje pradu:

oV
—=0, (4.39)

on

gdzie n to normalna do granicy przepuszczalnej. W przypadku, gdy granica przepuszczalna stanowi
krzywg wyrazong rownaniem:

y=rf(x). (4.40)

Bedziemy traktowac zwigzki (4.38) lub (4.39) jako warunki, ktére muszg by¢ spetnione wzdtuz tej granicy
opisanej rownaniem (4.40).

Ad. c) Powierzchnia swobodna wdéd gruntowych stanowi linie rozgraniczajgcg obszar woéd
grawitacyjnych od gruntu suchego lub od strefy wéd kapilarnych, gdy uwzglednimy witasnosci kapilarne
gruntu.
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Rys. 9 Warunki brzegowe na linii swobodnej powierzc ~ hni wod gruntowych.

W pierwszym przypadku zaktadamy, ze ci$nienie na kontakcie gruntu nawodnionego i suchego
jest rowne cisnieniu atmosferycznemu.
Korzystajgc ze wzoru (4.36) na linii swobodnej powierzchni zwanej takze krzywa depresji, uzyskujemy
warunek:

® + ky =const . (4.41)
Gdy 0$ "y” jest skierowana w dot, warunek (4.41) zastepujemy warunkiem:
® - ky =const . (4.42)

Uwzgledniajgc strefe kapilarng wéd gruntowych przyjmujemy, ze na powierzchni swobodnej cisnienie
posiada wartos¢ stalg, mniejszg od cisnienia atmosferycznego o wielkos¢ odpowiadajgcag wysokosci
wzniesienia kapilarnego wody w gruncie:

P=pP,~ ywhk ! (4.43)

gdzie:
hk - wysokos$¢ wzniosu kapilarnego.

Obserwacje wykazuja, ze przy ruchu wéd gruntowych nalezy przyjmowac¢ hk mniejsze od
uzyskanego podczas badania wzniosu kapilarnego w rurce z gruntem (praca [Wieczysty, 1982, Jeske i
innych, 1966]). Podstawiajgc wartos¢ p do wzoru (4.30) otrzymamy zndéw warunek (4.41) lub (4.42) lecz
z inng wartoscig statej. Krzywa depres;ji jest jednoczesnie skrajng linig pradu dla danego obszaru filtracji.
Musi wiec byé spetniony warunek:

W = const (4.44)

Warunki ((4.41); (4.44)) lub ((4.42); (4.44)) sa warunkami brzegowymi na linii powierzchni
swobodnej wdd gruntowych. Wystepowanie na jednym brzegu jednoczesnie dwéch warunkéw
brzegowych wskazywatoby teoretycznie na naddeterminacje warunkéw brzegowych na tym brzegu.
Musimy sobie jednak zdawa¢ sprawe z faktu, ze linia reprezentujgca powierzchnie swobodng jest a
priori nieznana. Mamy wiec w tym przypadku do rozwigzania zagadnienie z nieznanym brzegiem.
Istnieje wiec koniecznosé wystepowania dwdch warunkéw brzegowych, a zagadnienie nie posiada
nieuzasadnionej nadwyzki jednego warunku brzegowego.

Swobodna powierzchnia wéd gruntowych moze by¢ zasilana przez opady, tajanie $niegu itp. W
tym wypadku mowi sie, ze istnieje infiltracja z powierzchni terenu do swobodnej powierzchni wéd
gruntowych. Zgodnie z pracami [Wieczystego,1982],[Rembezy, 1998] przyjmuje sie w takim przypadku
nastepujgca zasade okreslania doptywu do swobodnej powierzchni:

"Wydatek wody przez dowolng cze$¢ swobodnej powierzchni jest proporcjonalny do rzutu poziomego tuku tej
powierzchni lub inaczej, jest proporcjonalny do réznicy odcietych koricéw tego tuku”.

Zgodnie z cytowang wyzej zasada, uzyskujemy warunek na powierzchni swobodnej w postaci:

9



W-W,=glx-x,|, (4.45)

gdzie:
W i W,, sagto wartosci funkcji prgdu w punktach powierzchni swobodnej o odcigtych
X i Xy,
& ilos¢ wody doptywajgcej podczas jednostki czasu na jednostke diugosci

poziomego rzutu tuku krzywej depres;ji (intensywnos¢ filtraciji).

Dla rozpatrzonego przypadku intensywnosé¢ infiltracji wynosi&>0. Uwzgledniajgc parowanie ze
swobodnej powierzchni wody, mamy do czynienia z tzw. infiltracjg ujemng. Warunek brzegowy przyjmie
posta¢ Btad! Nie mo zna odnale z¢ zrédta odwotania. ztgréznicg, ze bedzie posiadat wartosé ujemna.
Ogodlnie mozna powiedzie¢, ze warunki: (4.41) lub (4.42) i (4.45) sg najbardziej ogllnymi
warunkami dla krzywej depresji, przy czym & moze by¢ dodatnie (infiltracja), ujemne (parowanie) lub
rowne zeru.
Ad. d) Lini e wyplywu wody ponad zwierciadiem wody swobodnej, b edziemy nazywali lini_a
wysi egu.
Obszary wysiegu mogag istnie¢ po stronie odpowietrznej grodzy ziemnej na $ciankach studni,
rowéw drenazowych itp.
Wzdtuz linii wysiegu ci$nienie winno by¢ réwne cisnieniu atmosferycznemu, a wiec musi by¢ spetniony
warunek (4.41) lub (4.42).
Wzdhuz linii wysiegu warunek brzegowy wyrazony poprzez funkcje pradu ma postac:

ow
— =const . (4.46)
oy

Ad. e) Warunki na granicy wyst _epowania dwéch gruntéw o ré znych wspélczynnikach filtracji
musimy okre$li¢, gdy mamy do czynienia z osrodkiem uwarstwowionym.

7

8 | |

Rys. 10 Granica dwoch o $rodkéw o r6 znych wspotczynnikach filtracji.

Zalézmy, ze woda gruntowa przeptywa przez dwa grunty z roznymi wspotczynnikami filtraciji /(l
[ /(2 , graniczgcymi z sobg wzdtuz linii L M (rys 1 0). Dla kazdej z warstw wzdtuz linii kontaktu LM funkcja
potencjatu predkosci ma postaé:

D, = _kl(p_l +y)+c, (4.47)
Y

w
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o, =-k,L2+y)+c,, (4.48)

w

przy czym:

P, i p, —odpowiednie cisnienie na linii kontaktu w pierwszej i drugiej warstwie.
Poniewaz przy przejsciu wody przez granice dwdch osrodkéw, cisnienie winno sie zmienia¢ w sposéb
ciggty, mamy:

PL=P;.
(4.49)

Korzystajgc z warunku (4.49) i wyrazen (4.47) i (4.48) otrzymujemy warunek brzegowy na
funkcje potencjatu predkosci w postaci:

o, D
—Ll=—2+¢ (4.50)
1 k2
lub gdy dowolng statg przyjaé réwna zeru:
o b
1=T2 (4.51)
k. kK

Drugi warunek otrzymamy wiedzac, ze skiadowa normalna wektora predkosci jest identyczna
w jednym i drugim osrodku (z prawa ciggtosci przeptywu). Oznaczajgc przez V,, i V,,normalne
sktadowe wektora predkosci wzdtuz linii kontaktu osrodkéw, L M mamy:

v, =V,, . (4.52)

Oznaczajgc nastgpnie dla kazdego z osrodkéw funkcje pradu W, i W, i korzystajac ze wzoru

(4.16), warunek (4.52) mozna zapisac¢ w postaci:

ow, _ o,
ds ds

(4.53)

gdzie: s — styczna wzdtuz linii kontaktu.
Obierajgc statg catkowania réwng zeru, otrzymamy na linii granicznej warunek (4.53) w postaci:

W o=y (4.54)

Roéwnania (4.51) lub (4.52) stanowig warunki brzegowe, jakie winny by¢ spetnione wzdtuz linii kontaktu
dwoch osrodkéw o réznych wspotczynnikach filtracji.

Zrézniczkujemy teraz (4.51) po zmiennej stycznej do tuku linii kontaktu warstw o réznych
wspétczynnikach:

19P, _ 199,
k 0s k, 0s

(4.55)

Wprowadzajgc sktadowe styczne wektora predkosci V, i V,  otrzymamy:

11



Yis = Vas ) (4.56)
ke k
Na podstawie rys. 4.17 mozna zapisac:
|4 V.
s =fga, i -2 =tga,, (4.57)
Vln V2n

gdzie @, i @, oznaczajg katy miedzy normalng do linii granicznej i wektorami predkosci.
Uwzgledniajac zaleznosci miedzy sktadowymi stycznymi i normalnymi wektoréw predkosci w obydwu
os$rodkach ((4.51); (4.56) i (4.57)), dostajemy:

tga, _tga,

4.58
K, K (4.58)

Réwnanie (4.58) okre sla prawo zatamania strumienia filtracji na kontakci e dwoch warstw o
réznych wspéitczynnikach filtraciji.
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