Modelowanie przeptywu cieczy przez o  srodki porowate

Wyktad I

2. Rownania ruchu cieczy.

Za punkt wyjscia do okreslenia réwnan ruchu lepkiej cieczy Newtonowskiej przez pory ciata
stalego przyjmujemy drugie prawo Newtona.
Oznaczajgc przez O sity dziatajgce w cieczy odniesione do jednostki objetosci (gestos¢ dziatajgcych
sit) drugie prawo Newtona mozemy w kartezjanskim uktadzie wspéirzednych Xx,y,z przedstawi¢
wzorem:
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gdzie: V, okresla wektor rzeczywistej (w sensie $redniej) predkosci przeptywajacej cieczy i posiada

sktadowe V, ,V ,V,,.
Predkos¢ vomozna przy zalozeniu, ze porowatos¢ powierzchniowa fa jest w przyblizeniu rowna
porowato$ci objeto$ciowej f, powigza¢ z predkoscig filtracji V nastepujgcym zwigzkiem:
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Korzystajgc z powyzszego zwigzku rownania (2.1) mozna zapisac¢ inaczej:
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Gestos¢ sitly O jest suma sit, ktdrych zrodto wynika z dziatania cisnienia p, zwanym czesto
cisnieniem porowym, energii potencjalnej ptyngcej cieczy oraz sity lepkosci (lepkiego oporu przeptywu).

Oznaczajgc:
sktadowe sity lepkosci (oporu przeptywu) —
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gdzie U = gz oraz sktadowe gestosci sit pochodzgcych od cisnienia —

9 dp op
ox oy 0z
Stad O mozna zapisa¢ wzorem:
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Znak minus wynika z faktu, ze gestos¢ sity O jest sitg bezwtadno$ci, a wiec sitg przeciwnie
skierowang do akcji, jakimi sg sity znajdujgce sie po prawej stronie rownan (2.4). W rezultacie drugie
prawo Newtona w odniesieniu do sktadowych sit w kierunkach x, y, z mozna zapisa¢ w postaci:
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Powyzsze rébwnania przy uzyciu zapisu wskaznikowego Einsteina majg postac:
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gdzie poréwnujgc wyrazenia (2.5) i (2.6) otrzymujemy:

O,; - 0znacza sktadowe sity tarcia lepkiego

u, = gX,é_,3 - oznacza skfadowe sity masowej ciezko$ci cieczy.

Dla cieczy Newtona opor lepki jest proporcjonalny do predkosci filtracji, lecz odwrotnie do nigj
skierowany i wyraza sie wzorem:

Opp; = CV,, (2.7
gdzie c jest wspoéitczynnikiem oporu lepkiego przeptywajacej cieczy.
Wprowadzmy predko$é S zwigzang z predkoscig V zwigzkiem:
S$=vV-IK, (2.8)
przy czym wektor K w zwigzku (2.8) wyraza sie wzorem:
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Pochodna czagstkowa po czasie wektora S réwna sie:
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Podstawiajgc (2.8) do (2.6), po uwzglednieniu zwigzku (2.7) mozemy zapisac:
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Jezeli predkosci zmiany gradientu cisnienia jest mata w poréwnaniu z pozostatymi wielkosciami w
réwnaniu (2.11) (zagadnienia quasi — statyczne) to mozemy przyjac, ze:
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i rownanie (2.11) sprowadza sie do postaci:
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Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja:
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Jak widaé¢ to na rys. 4 im wieksze opory tarcia lepkiego w przypadku przeptywu laminarnego cieczy
przez o$rodek porowaty, tym szybciej warto$é bezwzgledna wektora S osigga warto$é bliskg zeru.
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Rys. 4 Przebieg funkcji ‘§ (I)‘ w czasie dla warto $ci 7/ A =10;50;100.

=

Mozna wiec stwierdzi¢, ze dla odpowiednio duzych wielkosci oporu lepkiego po bardzo krotkim
czasie (mniejszym niz 1 sekunda) dostajemy zwigzek liniowy:

V=K (2.14)

€0 mozna zapisac inaczej w postaci:
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Z poprzednich rozwazan (Rozdziat 111.1) wiemy, ze wysokos$¢ hydrauliczna z pominieciem, ze
wzgledu na jej mata wielkos¢, energii kinetycznej przeptywajacej cieczy wyraza sie wzorem:

H :£+x,5,3. (2.16)
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Wprowadzajgc ponadto w miejsce g/c wielkosé k oznaczajgcg wspotczynnik filtracji k, dostajemy
prawo Darcy’ego dla przypadku osrodka jednorodnego i izotropowego:

V =—kgradH . (2.17)

Przeprowadzajgc analogiczne rozumowanie dla przypadku osrodka anizotropowego rownanie (2.17)
przyjmie postac:



v.=k.H
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gdzie k,]. jest tensorem przepuszczalnosci o 9 wspotczynnikach przepuszczalno$ci wyrazony wzorem:
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przy czym ze wzgledu na symetrie tensora wystepuje tylko 6 mozliwych réznych wielkosci
wspotczynnikdw przepuszczalnosci. Najczesciej w przypadku osrodkéw anizotropowych mamy do
czynienia z tensorem przepuszczalnosci, ktéry posiada jedynie wartosci rozne od zera na gtownej
przekatnej:
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Uzyskalismy tg drogg rownania ruchu zgodne z prawem Darcy’ego. W dalszych rozwazaniach
bedziemy stosowa¢ bardziej ogélny sposéb dochodzenia do podstawowych zwigzkéw fizycznych
modelu. Prowadza one do identycznych rezultatéw, jednak sg nieco bardziej zlozone pod wzgledem
aparatu matematycznego. Z tego wzgledu zdecydowaliSmy sie na przedstawienie obydwu drég
dochodzenia do rownan modelu.

Powyzsze rozwazania prowadzg réwniez do wniosku, ze podczas przeptywu filtracyjnego
cieczy przez osrodek porowaty wystepuje sita oporéw lepkich, ktéra determinuje predkosé przeptywu
filtracyjnego, ale réwniez oddziatywuje na szkielet osrodka porowatego, przy czym ma w tym przypadku
zwrot przeciwny i wynosi:

R=2y. (2.21)
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Site R wyrazong zwigzkiem (2.21) bedziemy nazywali sitg unoszenia filtracji . Sita ta ma
duzy wptyw na odksztatcenia postaciowe szkieletu gruntowego, a takze na stany graniczne osrodka
porowatego.

3 Rownania hydrodynamiki wod podziemnych dla przypa dku przeptywu cieczy
nie $cisliwej przez nieodksztalcalny o $rodek porowaty.

Zaktadajac, ze osrodek gruntowy jest cialem idealnie sztywnym, a ciecz przeptywajgca przez siatke
kanalikow filtracyjnych jest niescisliwa, uktad réwnan opisujgcy proces przeptywu laminarnego
sprowadza sie do:

0 réwnania stanu:

p =const, (2.22)

0 réwnania ciggtosci przeptywu

=0, (2.23)

ktére mozna zapisac inaczej w postaci:



divv =0. (2.24)
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W olbrzymiej wiekszosci przypadkéw rozwazamy zagadnienia osrodka izotropowego. Dla tego
przypadku mamy:

k,=k, =k, =k. (2.26)
Réwnanie ruchu cieczy mozna zapisa¢ inaczej:
V =—kgradH . (2.27)

Podstawiajgc réwnania ruchu (2.27) do réwnania ciagtosci przeptywu (2.23) dostajemy
réwnanie rézniczkowe opisujgce proces przeptywu cieczy niescisliwej przez jednorodny, izotropowy,
nieodksztatcalny osrodek porowaty w postaci:
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x> ay® 0z° (2.28)

€O mozna zapisac inaczej:
0°H =0. (2.29)

W dalszych rozwazaniach istotne wydaje sie wprowadzenie nowej wielkosci okreslanej mianem
potencjatu predkosci przeptywu i wyrazanej zwigzkiem:

®=-kH . (2.30)

Roéwnanie (2.28) przyjmuje w tym przypadku postac:
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natomiast réwnania ruchu sprowadzajg sie do:



v, =—, 2.33
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Wyprowadzone rownania (2.32) i (2.34) pozwalajg na rozwigzanie zagadnien przeptywu
ustalonego cieczy niescisliwej przez nieodksztalcalny osrodek porowaty przy zatozeniu jednorodnosci i
izotropowosci osrodka.

4 Rownanie hydrodynamiki wod podziemnych dla przyp adku przeptywu cieczy
$cisliwej z uwzgl ednieniem $cisliwo $ci szkieletu gruntowego.

Powr6émy do réwnania ciggtosci przeptywu uwzgledniajgcego efekty Scisliwosci cieczy i fazy
stalej osrodka porowatego:
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Pochodng czgstkowg po czasie mozemy zapisac inaczej:
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Zgodnie z réGwnaniami stanu oraz uwzgledniajac, ze
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Zwigzek (2.37) mozna przedstawi¢, zatem:
o(of)_ , O0H ., , ., 0H
—= —+f -, 2.40
of P IPS tTPIB (2.40)
czyli
o(pf oH
I Pl —= (2.41)



gdzie

Ner =PI (B, +8,) . (2.42)

Wspotczynnik 1 sor okreslany jest nazywany wspotczynnikiem pojemno $ci spr ezystej warstwy
wodono $nej.

_ = 1
Wielkosé N jest wielkoscig matg i jego warto$¢ waha sie w przedziale 10 ®+10 5{—}
m

Roéwnanie ciggtosci przeptywu mozna zapisa¢ w formie:
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Uwzgledniajgc, ze zmiany gestosci cieczy w zaleznosci od zmiennych przestrzennych x, y, z sg
mate, mozna przyja¢, ze nie zaleza od tych zmiennych niezaleznych. Réwnanie (4.151) uprosci sie
wowczas do postaci:
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Uwzgledniajgc rownania ruchu dla przypadku osrodka izotropowego w postaci:
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Roéwnanie (2.44) mozna przedstawi¢ w nastepujgcej formie:
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Ostatecznie réwnanie opisujgce proces przeptywu cieczy $cisliwej przez scisliwy osrodek
porowaty mozna zapisac:
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gdzie
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Wspoiczynnik a nosi nazwe wspotczynnika piezoprzewodno  $ci.

Réwnanie (2.47) jest ré6zniczkowym réwnaniem filtracji nieustalonej w osrodku jednorodnym i
izotropowym przy sprezystym rezimie przeptywu filtracji i nosi nazwe réwnania przewodnictwa Fouriera.
Postac tego réwnania jest analogiczna do réwnania przewodnosci cieplnej.

a

(2.48)



W przypadku przeptywu pod cisnieniem dla warstwy o migzszosci M réwnanie (2.47)
przedstawiane jest w innej postaci. Pomnézmy licznik i mianownik cztonu réwnania znajdujgcego sie po
prawej stronie réwnania (2.47) przez M (srednig migzszos¢ warstwy wodonosnej).

Mozemy zapisac:
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Oznaczajgc przez:

T =kM - przewodno$¢ warstwy

S = /75p,/|// - bezwymiarowy wspotczynnik pojemnosci wodnej warstwy wodonosnej
réwnanie (2.47) mozna przedstawi¢ w postaci:
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W rozdziale VIl bedzie pokazany przykfad rozwigzania zagadnien przeptywu nieustalonego
metodami analitycznymi. Zagadnienia przeptywu nieustalonego sa rozwigzywane rowniez metodami

numerycznymi przy pomocy profesjonalnych programoéw komputerowych np. [Flac, ModFlow,
Mathematica 5, Maple 8].



