Modelowanie przeptywow przez o  srodki porowate

Wyktad |

Roéwnania hydrodynamiki wod podziemnych zostaty okreslone przy przyjeciu nastepujacych zatozen:

» osrodek porowaty tworzy strukture ciala statego traktowanego jako osrodek ciggty, wewnatrz
ktorej istnieje sie¢ kanalikow filtracyjnych wzajemnie potgczonych.

* nie wystepujg pory zamkniete zawierajgce ciecz lub gaz

 sie¢ kanalikbw jest na tyle regularna, ze mozna okreslic elementarng objetos¢
reprezentatywng VER, ktora reprezentowa¢ bedzie wyodrebniony prostopadioscian o
nieskohczenie matych wymiarach (rys. 4.7.).

» pory osrodka wypeinione sg ciecza.

» proces przeptywu cieczy odbywa sie w stalej temperaturze (proces izotermiczny).

* na proces filtracji nie ma wptywu pole elektryczne i magnetyczne ziemi

e nie uwzgledniamy wptywu potencjatu chemicznego.

» ruch cieczy rozpatrujemy obserwujgc go wzgledem nieruchomego uktadu odniesienia X, a
wiec w ukfadzie Lagrange’a.
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Y

Rys. 4.7. Obj eto$¢ reprezentatywna VER.

Proces zachowywania sie cieczy opisujg réwnania:
@ Kkonstytutywne réwnania stanu
& rownania ciggtosci przeptywu
& rownania ruchu cieczy przez osrodek porowaty.

Jak wykazemy, powyzszy ukitad réwnan pozwala okresli¢ model matematyczny przeptywu
cieczy przez osrodek porowaty. Uzyskane réwnania muszg by¢ uzupetnione przez warunki brzegowe i
poczatkowe.

1. Konstytutywne réwnania stanu.



Przez pory osrodka porowatego moze przeptywac ptyn o duzej Scisliwosci objetosciowej (np.
gaz, mieszaniny cieczy i gazu) lub ciecz wykazujgca sie bardzo matg scisliwoscig. Méwimy wtedy o
liniowo sprezystym rezimie filtracji. W niniejszym rozdziale ograniczymy sie do dwéch przypadkéw
réwnania stanu: gdy mamy do czynienia z cieczg i cialem statym mato scisliwym lub niescisliwym.

Dla takiego przypadku panujgce w cieczy cisnienie lub jego przyrost powoduje odksztalcenia
objetosciowe zaréwno cieczy jak i skaly. Uwzgledniajgc zmiany objetosciowe cieczy i szkieletu,
mowimy o rezimie sprezystym przeptywu filtracyjnego. Gdy pomijamy efekty sprezystosci
objetosciowej, moéwimy o tzw. sztywnym rezimie filtracji.

Zakfadamy, ze faza stata osrodka nie ulega odksztatceniom postaciowym i dopuszczamy w tej
fazie rozwazan jedynie zmiany objetosciowe, wyrazajgce sie zmiang porowatosci porowatej matrycy
ciata statego.

Sprezystos¢ objetosciowg cieczy opisuje prawo Hooke'a , wedtug ktérego wzgledna zmiana
gestosci cieczy O jest proporcjonalna do zmiany ciSnienia w nim panujgcego:

A
L -pap. (L.1)
0

gdzie:

,BW - oznacza wspotczynnik objetosciowej Scisliwosci cieczy, definiowany jako wzgledna zmiana

objetosci cieczy przy zmianie cisnienia o 1 atm. [100 kPal].
Na przyktad:

dla stodkich wéd podziemnych mozna przyjac:

B,=10 o> i =510 i ,
at Pa

a dla wéd zmineralizowanych:

B, =(1000°+7 1:|L0‘8)ﬂi =(1.000™ -7 El0'13)i ,
pg at Pa
gdzie M, to mineralizacja wody w g/l.
Dla wody stodkiej rozwigzanie réwnania (1.1) ma postac:
0 =0,9997e ™% (1.2)

przy niewielkich wielkosciach cisnienia (do 100 at) mozna przyjaé, ze zmiany gestosci sg nieznaczne i
wowczas



p =const . (1.3)

Sprezystosé porowatej matrycy ciata statego, w tym oczywiscie dla gruntow i skat objawia sie
w przypadku pomijania odksztalcen postaciowych zmiang porowatosci matrycy. Mozna przyjgc, ze
porowatos¢ objetosciowa f zmienia sie proporcjonalnie do zmian cisnienia dpS przenoszonego przez

skaty:
ar =-p.ap,. (1.4)

Wiedzac, ze ci$nienie przenoszone przez cialo porowate jest rowne cisnieniu przenoszonemu
przez ciecz, cho¢ przeciwnie skierowanemu, to:

dp. =-dp, (1.5)

S
stad

daf = B.ap, (1.6)

gdzie ,85 jest wspéitczynnikiem objetosciowej scisliwosci skaty.

Wartosé ,85 zalezy od rodzaju materiatu budujgcego ciato porowate. W przypadku skaty lub

gruntu zawiera sie w granicach:

} 07 1
=(107 +107%° |—
A= Pa

Dla przypadku niewielkich cisnien mozna wiec przyjg¢, ze skata, podobnie jak ciecz jest
niescisliwa. W taki przypadku zaktadamy, ze:

f =const . 1.7)

W dalszej czesci monografii zajmowa¢ sie bedziemy zwigzkami konstytutywnymi bardziej
zlozonymi, uwzgledniajgcymi odksztalcenia postaciowe szkieletu ciata porowatego oraz cechy lepkie
szkieletu.



IV.2. 2. Réwnanie ci agto sci przeptywu.

Réwnanie ciggtosci przeptywu wynika z zasady zachowania masy cieczy przeptywajgcej przez
prostopadtoscienny element VER reprezentowany przez prostopaditoscian o krawedziach dx, dy, dz .
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Rys. 4.8. Przeptyw cieczy przez obszar elementarny  VER.

m,

Dla jasnosci wyktadu wyprowadzenie réwnania ciggtosci przeptywu przedstawimy dwoma
sposobami: klasycznym — przedstawiajacym bilans mas przeptywajgcych przez Sciany elementarnego
prostopadtoscianu VER i metodg nieco bardziej zaawansowang na podstawie analizy bilansu mas

przeptywajacych przez obszar Q ograniczony dowolng powierzchnig S.

Metoda klasyczna.

Mase pltynu wplywajacg do prostopadioscianu w czasie dt w kierunku osi x (rys. 4.8) obliczamy
wzorem:

m, = pF. v, dt = pv, dydzdlt, (1.8)
gdzie:

m, masa cieczy wptywajgcej do VER z kierunku x,

V, jest skladowg wektora predkosci filtracji w kierunku osi X,

L gestos¢ przeptywajacej cieczy,

Fox powierzchnia prostopadioscianu prostopadta do osi X,



dt  przyrost czasu, w ktérym masa M, powierzchnig Fox .

Mase ptynu wyptywajaca z prostopadtoscianu VER w kierunku x obliczamy ze wzoru:

9
m._+dm, = pv_dydzdt +$dxdydzdf. (L.9)
X

Przyrost masy w czasie dt okreslany jako réznica mas wptywajgcych i wyptywajacych w
kierunku osi x wynosi:

am, = —w axdyazdt . (1.10)
X

Postepujgc analogicznie mozemy okresli¢ przyrosty masy cieczy w kierunku osiy i z:

9
am, = —M axdyazdt , (1.11)
oy
am, = —%dxdydzdf . (112)
Z

Suma przyrostdbw masy z poszczegolnych kierunkéw (1.10), (1.11), (1.12) daje catkowity
przyrost masy przeptywajgcej cieczy w obszarze VER w czasie dt i wyraza sie wzorem:

_ 6(,0|/X)+0(,0Vy)+6(pvz)
ox oy 0z

am =

axdydzdt . (1.13)

Jezeli w dowolnym czasie t masa cieczy znajdujgcej sie w prostopadtoscianie dx, dy, dz wyraza sie
wzorem:

m(t) = (f p)dxadydz (1.14)



gdzie: f okresla porowato$¢ objetosciowg, to w czasie t +dt mase catkowitg obliczamy w sposéb
nastepujacy:

m(t+at)=f[ pf +d (pf)|axdydz. (1.15)

Przyrost masy w przedziale czasu dt obliczamy, wiec wzorem:

am = Md[ ) (1.16)
ot
Ostatecznie przyrost masy w okresie dt wynosi:
o(pf
am :%dxdydzdi. (117)

Poréwnujac wartos¢é przyrostu masy wynikajgcg z bilansu przepltywu cieczy przez Sciany
prostopadtoscianu VER (1.13) do wartosci dm wynikajgcej ze wzoru (1.17), dostajemy ostatecznie:

a(PVX)+a('0VY)+a('0V2):-a(pf)_ (1.18)
0x oy 0z of

Réwnanie rézniczkowe (1.18) est réwnaniem ciggtosci przeptywu cieczy $Scisliwe] przez
scisliwy szkielet osrodka porowatego. Powyzszy wynik uzyskano poprzez bardzo elementarne
rozumowanie przedstawione gtéwnie dla celéw dydaktycznych. Zazwyczaj stosuje sie nieco odmienny
sposob dochodzenia do réwnanie ciggtosci przeptywu filtracyjnego.

Metoda catkowania.

Niech Q okresla obszar elementarny wypetniony o$rodkiem dwufazowym. Oznaczmy S powierzchnie
ograniczajgcg, przez ktorg odbywa sie przeptyw filtracyjny cieczy. Niech N oznacza wersor normalny
do S i skierowany na zewnatrz obszaru Q .

Przeptyw cieczy przez powierzchnie S ograniczajgcg obszar Q rys. 4.9 okresla réwnanie:



jpv,dS+J'MdQ =0. (1.19)
5 5 0f
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Rys. 4.9. Przeptyw medium przez powierzchni ¢ S ograniczaj acq obszar Q.

Korzystajgc z twierdzenia Gaussa — Ostrogradzkiego, mozemy zamieni¢ catke powierzchniowg na
objetosciowa. Dostajemy, wiec:

j 91 e + j 90" ya =0, (1.20)
5 0X; 5 O0f

Powyzsze rownanie pozwala zapisa¢ zwigzek lokalny w postaci:

div(pv)=-——= (1.21)

Jak byto do przewidzenia powyzszy zwigzek jest identyczny z réwnaniem (1.18).

IV.2.3. Réwnania ruchu cieczy.

Za punkt wyjscia do okreslenia réwnan ruchu lepkiej cieczy Newtonowskiej przez pory ciata
statego przyjmujemy drugie prawo Newtona.



Oznaczajgc przez O sity dzialajgce w cieczy odniesione do jednostki objetosci (gestos¢ dziatajgcych
sit) drugie prawo Newtona mozemy w kartezjanskim uktadzie wspéirzednych x,y,z przedstawi¢
wzorem:

o _pavnx
X ot
v,
0,=p 5 (1.22)
o _pavnz
‘ ot

gdzie: V, okresla wektor rzeczywistej (w sensie $redniej) predkosci przeptywajacej cieczy i posiada

skiadowe V.,V ,V,,.

ny?

Predkos¢ vn, mozna przy zatozeniu, ze porowatos¢ powierzchniowa fa jest w przyblizeniu
réwna porowatosci objetosciowej f, powigzac z predkoscig filtracji V nastepujgcym zwigzkiem:

(1.23)

<
I

|
<i

Korzystajgc z powyzszego zwigzku réwnania (1.22) mozna zapisac¢ inaczej:

0. =p2 V—*]

* Tot\ F )]
o, =p% V%j (1.24)
0,=p V—Z)

2 ot )

Gestos¢ sily O jest sumg sit, ktorych zrodto wynika z dziatania cisnienia p, zwanym czesto
ciSnieniem porowym, energii potencjalnej pityngcej cieczy oraz sity lepkosci (lepkiego oporu
przeptywu).

Oznaczajgc:



sktadowe sity lepkosci (oporu przeptywu) —
pa/ep przez po/epx ' po/epy ' po/epz !

sktadowe gestosci sit ciezko$ci (obliczone z energii potencjalnej przeptywu) —

L u
ox' oy " o0z

gdzie U = gz oraz skladowe gestosci sit pochodzacych od cisnienia —

9p op dp
ox oy 0z
Stad O mozna zapisa¢ wzorem:

_ op ou
O, ==——=P——= P04,
o ax pax POtepx
. _ o0p ou
O =3y Py PO 129
_ op ou
0,=————pP— =0,
z aZ paZ 10 lepz

Znak minus wynika z faktu, ze gestos¢ sity O jest sitg bezwtadnosci, a wiec sitg przeciwnie
skierowang do akcji, jakimi sg sity znajdujgce sie po prawej stronie réwnan (1.25). W rezultacie drugie
prawo Newtona w odniesieniu do sktadowych sit w kierunkach x, y, z mozna zapisa¢ w postaci:

i('%j:_ia_/?_a_uw

ot pox dox P

a(v, 10p ou

—| <+ |=-———"—-—+0,,,, 1.26

az‘(fj pdy oy ¥ (1.26)
V

a(zj_ 19p du
FVieVs ______+0/epz'
f poz 0z



Powyzsze réwnania przy uzyciu zapisu wskaznikowego Einsteina majg postac:

10v/ 19
76_;:_;6_)6_9()(/@3)’/ +0ppi (2.27)

gdzie poréwnujgc wyrazenia (1.26) i (1.27) otrzymujemy:

o

lepi - OZNAacza sktadowe sity tarcia lepkiego

U, = gx,0,, - oznacza sktadowe sity masowej ciezkosci cieczy.

Dla cieczy Newtona opor lepki jest proporcjonalny do predkosci filtracji, lecz odwrotnie do niej
skierowany i wyraza sie wzorem:

Oepi =€V, (1.28)

/

gdzie c jest wspotczynnikiem oporu lepkiego przeptywajacej cieczy.

Wprowadzmy predko$é S zwigzang z predkoscig V zwigzkiem:

§=vV-IK, (1.29)
przy czym wektor K w zwigzku (1.29) wyraza sie wzorem:
> 1
K =grad (—p + gx,J,sj : (1.30)
P

adA=1/c .

Pochodna czastkowa po czasie wektora S réwna sig:

as_av_/‘a/(

g5 _ov_,or (1.31)
of ot of

Podstawiajac (1.29) do (1.27), po uwzglednieniu zwigzku (1.28) mozemy zapisa¢:



fotr ot

k—%{§+A

(1.32)

Jezeli predkosci zmiany gradientu cisnienia jest mata w poréwnaniu z pozostatymi wielkosciami w

rownaniu (1.32) (zagadnienia quasi — statyczne) to mozemy przyjg¢, ze:

A 0K
222 =0
f ot
i rownanie (1.32) sprowadza sie do postaci:
10s 1.
——=-=5.
f ot A
Rozwigzaniem tego rownania jest funkcja:
. L
s=5,e".

(1.33)

(1.34)

Jak wida¢ to na rys. 4.10 im wieksze opory tarcia lepkiego w przypadku przeptywu laminarnego cieczy

przez o$rodek porowaty, tym szybciej warto$é bezwzgledna wektora S osigga wartos¢ bliskg zeru.



Faleznost wartosci bezwzgledne) wektara ult)
1
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Rys. 4.10. Przebieg funkcji ‘§(f)‘ w czasie dla warto $ci 7/ A =10;50;100.

Mozna wiec stwierdzi¢, ze dla odpowiednio duzych wielkosci oporu lepkiego po bardzo
krotkim czasie (mniejszym niz 1 sekunda) dostajemy zwigzek liniowy:

V=K, (1.35)
€O mozna zapisa¢ inaczej w postaci:
V= —ggrad(£+x,5,3) (1.36)
c Pg

Z poprzednich rozwazan (Rozdziat 111.1) wiemy, ze wysokos$¢ hydrauliczna z pominieciem, ze
wzgledu na jej mata wielko$¢, energii kinetycznej przeptywajacej cieczy wyraza sie wzorem:



H="L +x5,. (1.37)
pg

Wprowadzajgc ponadto w miejsce g/c wielkosé k oznaczajgcg wspotczynnik filtracji k, dostajemy
prawo Darcy’ego dla przypadku osrodka jednorodnego i izotropowego:

V =—kgradH . (1.38)

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla przypadku o$rodka anizotropowego réwnanie (1.38)
przyjmie postac:

v =k.H. (1.39)

gdzie k,]- jest tensorem przepuszczalnosci 0 9 wspoitczynnikach przepuszczalnosci wyrazony wzorem:

1

kl
k, = |k,
k3

2 3

kl
Ky, (1.40)
k3

if

X X X

1 2 3

przy czym ze wzgledu na symetrie tensora wystepuje tylko 6 mozliwych réznych wielkosci
wspétczynnikéw przepuszczalnosci. Najczesciej w przypadku osrodkéw anizotropowych mamy do
czynienia z tensorem przepuszczalnosci, ktéry posiada jedynie wartosci rozne od zera na gtéwnej
przekatnej:

kK, 0 O
k; =10 k, O (1.41)
0 0 &g

Uzyskalismy tg drogg rownania ruchu zgodne z prawem Darcy’ego. W dalszych rozwazaniach
bedziemy stosowa¢ bardziej ogélny sposéb dochodzenia do podstawowych zwigzkéw fizycznych
modelu. Prowadza one do identycznych rezultatéw, jednak sg nieco bardziej zlozone pod wzgledem
aparatu matematycznego. Z tego wzgledu zdecydowaliSmy sie na przedstawienie obydwu drég
dochodzenia do rownan modelu.

Powyzsze rozwazania prowadzg réwniez do wniosku, ze podczas przeptywu filtracyjnego
cieczy przez osrodek porowaty wystepuje sita oporéw lepkich, ktéra determinuje predkos¢ przeptywu
filtracyjnego, ale réwniez oddzialywuje na szkielet osrodka porowatego, przy czym ma w tym
przypadku zwrot przeciwny i wynosi:



Pl

Il
x|Q

<

(1.42)

Site R wyrazong zwigzkiem (1.42) bedziemy nazywali sitg unoszenia filtracji . Sita ta ma
duzy wptyw na odksztatcenia postaciowe szkieletu gruntowego, a takze na stany graniczne osrodka
porowatego.

IV.2.4. Réwnania hydrodynamiki wod podziemnych dla przypadku przeptywu cieczy
nie scisliwej przez nieodksztatcalny o  $rodek porowaty.

Zakladajgc, ze osrodek gruntowy jest cialem idealnie sztywnym, a ciecz przeptywajgca przez
siatke kanalikow filtracyjnych jest niescisliwa, ukltad réwnan opisujgcy proces przeptywu laminarnego
sprowadza sie do:

o0 réwnania stanu:

p =const, (1.43)

0 réwnania ciggtosci przeptywu

+6(Vy)+a(l/2)—o, (1.44)

ktére mozna zapisac inaczej w postaci:
divv =0. (1.45)

o roéwnan ruchu

=—k — (1.46)



W olbrzymiej wiekszosci przypadkéw rozwazamy zagadnienia osrodka izotropowego. Dla tego
przypadku mamy:

k. =k, =k, =k. (1.47)

Roéwnanie ruchu cieczy mozna zapisac inaczej:

V =—kgradH . (1.48)

Podstawiajgc rownania ruchu (1.48) do réwnania ciagtosci przeptywu (1.44) dostajemy
réwnanie rézniczkowe opisujgce proces przeptywu cieczy niescisliwej przez jednorodny, izotropowy,
nieodksztatcalny osrodek porowaty w postaci:

0’°H 0°H °H _
> t—+ 2—0, (1.49)
0x° o0y° 0z
€O mozna zapisac inaczej:
0°H =0. (1.50)

W dalszych rozwazaniach istotne wydaje sie wprowadzenie nowej wielkosci okreslanej
mianem potencjatu predkosci przeptywu i wyrazanej zwigzkiem:

b =—kH . (1.51)

Roéwnanie (1.49) przyjmuje w tym przypadku postac:

0’®  0°D  0°D _
+ + =0
x> ay® o0z°

(1.52)



lub

0°® =0. (1.53)
natomiast réwnania ruchu sprowadzajg sie do:
ob
vV, =—,
o0x
v, = 6£ (1.54)
ay
_9®
* oz
lub
V=grad®. (1.55)

Wyprowadzone réwnania (1.53) i (1.55) pozwalajg na rozwigzanie zagadnien przeptywu
ustalonego cieczy niescisliwej przez nieodksztalcalny osrodek porowaty przy zatozeniu jednorodnosci
i izotropowosci osrodka.

IV.2.5. Réwnanie hydrodynamiki wod podziemnych dla przypadku przeptywu cieczy
scisliwej z uwzgl ednieniem $cisliwo sci szkieletu gruntowego.

Powr6émy do réwnania ciggtosci przeptywu uwzgledniajgcego efekty Scisliwosci cieczy i fazy
stalej osrodka porowatego (1.18):

a(,ovx)+6(pl/y)+0(pvz) __6(,01‘).

= (1.56)
ox oy 0z of
Pochodng czgstkowg po czasie mozemy zapisac inaczej:
o(pf
M: £+fa_’0 (1.57)
ot ot ot
Zgodnie z réwnaniami stanu (1.1) i (1.4) oraz uwzgledniajac, ze
0 oH
%P = pg% (1.58)

ot ot



otrzymamy:

0p op_ , . OH

I~ = 1 = - 1.59

3 0B, 5 P 9b, Y (1.59)
oraz

of op OH

= " = _ 1.60

37 B, Y 09 P, Y (1.60)

Zwigzek (1.58) mozna przedstawi¢, zatem:

— = —+f _—, 1.61
Y pgsat pgﬂWat (1.61)
czyli
o(pof oH
— = _— 1.62
Y, Pllsor o (1.62)
gdzie
Nor = P9 (B, +1B,) . (1.63)

Wspbtczynnik 1) sor okreslany jest nazywany wspéiczynnikiem pojemno $ci spr ezystej warstwy
wodono $nej.

_ = 1
Wielkosé 1 or jest wielkoscig matg i jego warto$¢ waha sie w przedziale 10 ®+10° [—}
m

Réwnanie ciggtosci przeptywu mozna zapisa¢ w formie:

a(pVX) a(,Ol/y) a(pVZ)__ 0H
ox dy "oz | Pleyr (164

Uwzgledniajgc, ze zmiany gestosci cieczy w zaleznosci od zmiennych przestrzennych x, y, z
sg male, mozna przyja¢, ze nie zalezg od tych zmiennych niezaleznych. Réwnanie (4.151) uprosci sie
wowczas do postaci:

v, 0v, 0v, oH
+ + =Ny (1.65)
ox dy 0z ot
Uwzgledniajgc rownaniA ruchu dla przypadku osrodka izotropowego w postaci:
Ll
0x
y = -k a—H , (1.66)
oy
L




Réwnanie (1.65) mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:

2 2 2
0°H ,O°H O Ny 0H

1.67
ox> ody® o0z> k ot (167

Ostatecznie rownanie opisujgce proces przeplywu cieczy $Scisliwej przez scisliwy osrodek
porowaty mozna zapisac:

0°H 0°H 0°H _10H
st —t—=— , (1.68)
ox° 0dy° 0z° a ot

gdzie

k k
a= = .
N PI(B,+7B,)

Wspotczynnik a nosi nazwe wspoétczynnika piezoprzewodno  $ci.

Rownanie (1.68) jest rozniczkowym réwnaniem filtracji nieustalonej w osrodku jednorodnym i
izotropowym przy sprezystym rezimie przeptywu filtracji i nosi nazwe réwnania przewodnictwa
Fouriera. Posta¢ tego réwnania jest analogiczna do réwnania przewodnosci cieplnej.

W przypadku przeptywu pod cisnieniem dla warstwy o migzszosci M réwnanie (1.68)
przedstawiane jest w innej postaci. Pomnézmy licznik i mianownik czlonu réwnania znajdujgcego sie
po prawej stronie réwnania (1.68) przez M (srednig migzszos$¢ warstwy wodonosnej).

Mozemy zapisac:

(1.69)

M _dH _Mn,, 3H
aM ot~ kM ot

(1.70)

Oznaczajgc przez:
T =KkM - przewodno$¢ warstwy

S =I75p,/|// - bezwymiarowy wspétczynnik pojemnosci wodnej warstwy wodonosnej
réwnanie (1.68) mozna przedstawi¢ w postaci:

0°H +62H +62H :£6H
ox? dy* o0z> T ot

(1.71)

W rozdziale VIl bedzie pokazany przykfad rozwigzania zagadnien przeptywu nieustalonego
metodami analitycznymi. Zagadnienia przeptywu nieustalonego sg rozwigzywane réwniez metodami
numerycznymi przy pomocy profesjonalnych programéw komputerowych np. [Flac, ModFlow,
Mathematica 5, Maple 8].



