Wyktad VIII

Przeksztatcenie Laplace’a
8.1 Geneza przeksztatcenia Laplace’a.

Warunek bezwzglednej catkowalnosci w przedziale nieskoriczonym, naktadany na oryginaty
przeksztatcen Fouriera, bardzo ogranicza ich klase. Nie mieszczg sie w tej klasie dwie funkcje
zasadnicze dla zastosowan technicznych:

f(6)=n(), f()=e" (8.1)

Bowiem catki wystepujgce w prostym zespolonym przeksztatceniu Fouriera dla tych funkcji

]2 n (t)e_j"’dt, T e e dt

—00

sg rozbiezne. Rozbiezne sg wtedy takze catki wystepujgce w prawostronnym zespolonym
przeksztatceniu Fouriera, a mianowicie

Tl] (t)e'j“’dt, Tejme'j“’dt
0 0

Niech f (t) bedzie funkcja zgaszong spetniajgcyg warunki Dirichleta, ale nie koniecznie catkowalng
bezwzglednie na catej osi zmiennej niezaleznej. Niech ponadto f(t) bedzie taka funkcjg, ze

e (t) przy odpowiedniej wartosci rzeczywistego parametru x ma zespolong prawostronng

transformate Fouriera. Zapiszmy te transformate ktadgc w definicji y zamiast @ . Otrzymamy:
F(x,y)= je'x’f(t)e'jy’dt (8.2)
0

Transformata F(x, y) jest funkcjg zmiennej y oraz parametru x. Ze wzgledu jednak na to, ze po

uporzadkowaniu wyrazenia podcatkowego
f(e)et

Zmiennay i parametr x mogg by¢ potraktowane jako czes$¢ urojona i czesc rzeczywista zmiennej
zespolonej s, mianowicie

s=x+jy (8.3)

Bedziemy zapisywad rownosé (8.2) w sposdb nastepujacy
F(s) = If(t)e"“dt (8.4)
0

Odwrotne przeksztatcenie Fouriera dla zgaszonej funkcji e_xtf(t) ma postac



e'x’f(t) :%TJ. F(x+jy)ejy’dy
Pomndzmy je obustronnie przez ¢* , otrzymamy
1 “ . x+iy)t
f(t) =5T_J;F(x+Jy)e( ») dy (8.5)

Jezeli teraz w zmiennej zespolonej (8.3) bedziemy dalej uwazac y za zmienng a x za parametr, to
ds = jdy
Pozwoli to zapisac zaleznos¢ (8.5) w sposdb nastepujacy:
F) == R (s)eras 86)
2mj

x— joo

Gdzie catkowanie wzgledem s odbywa sie wzdtuz prostej re(s) = x, rownolegtej do osi urojonej, a

sama catka jest brana w sensie wartosci gtéwne;j.

Wzér (8.4) nazywa sie prostym przeksztatceniem Laplace’a funkcji f (t) , wzor zas (8.6) odwrotnym

przeksztatceniem Laplace’a (retransformatg) . Catke po prawej stronie rownania (8.4) nazywamy
catka Laplace’a.

Podane wzorami (8.4) | (8.6) zwigzki miedzy funkcjg transformowang f(t) a jej laplasowskim

obrazem F(S) oznaczamy

F(s)=¢[£()], £(e)=0"[F(s)] (8.7)
8.2 Zbiezno$¢ catki Laplace’a.

Oryginatem przeksztatcenia Laplace’a nazywamy funkcje f (t) rzeczywistego argumentu t,

spetniajgca nastepujgce trzy warunki:

1) f(t)=0dlat<0
2) f(t) spetnia warunki Dirichleta (pierwszy i drugi) w kazdym przedziale skoriczonym
3) f(t) jest catkowalna w kazdym przedziale skoriczonym i spetnia nie rownos¢
|f(t)|sMe™ (M 20,a020dlat=T,) (8.8)

gdzie a nazywamy wyktadnikiem wzrostu funkcji, zas samg funkcje, spetniajgcg nieréwnos¢ (8.8),
funkcja rzedu wyktadniczego.

Przyktadem oryginatu jest funkcja stata. Funkcja ograniczona ma wyktadniki wzrostu dodatnie i zero.

2
Funkcja €* nie jest oryginatem przeksztatcenia Laplace’a.



Trzeci z warunkéw naktadanych na oryginat w przeksztatceniu Laplace’a jest odpowiednikiem
bezwzglednej catkowalnosci oryginatu w przeksztatceniu Fouriera i ma na celu zapewnienia takiego
obszaru na ptaszczyznie zmiennej zespolonej s, w ktérym catka Laplace’a jest bezwzglednie zbiezna.

Zauwazymy bowiem, ze

00

'Hf(t)‘e_” < AT e gy = e = (8.9)
0

0

Przy czym ostatnia rownos¢ jest spetniona wtedy, gdy x = re(s) >q,tzn. w poétptaszczyinie na

prawo od prostej re(s) =qa.

Pofptaszczyzna Pas warunkowej Ii)o;gﬁggﬁ?zgggja
rozbieznosci zbieznosci e ik
¢ O -
Xw Xa t

Rys. 81. Zakresy zbieznosci catki Laplace’a

Dla funkcji f(t) bedacej oryginatem przeksztatcenia Laplace’a istniejg dwie liczby x, i x, zwigzane

ze sobg zaleznosciami
—0<x Sx, S0 (8.10)

zwane odpowiednio odcietg warunkowej zbieznosci i odcietg bezwzglednej (absolutnejO zbieznosci
takie, ze catka Laplace’a w rownosci (8.4) jest:

1) Rozbiezna, gdy
re(s) <x,

2) Warunkowo zbiezna, gdy

x, <re(s)<x,



3) Bezwzglednie zbiezna, gdy

x, < re(s)

Schematycznie przedstawienie obszaréw, w ktorych catka Laplace’a jest rozbiezna, warunkowo
zbiezna, lub bezwzglednie zbiezna, podane zostato na rys. 8.1.

W wielu przypadkach wystepujacych w zastosowaniach praktycznych spotyka sie réwnos¢ x, = x ,

wtedy ich wspdlng wartosé nazywamy odcietg zbieznosci.

W dalszych rozwazaniach bedziemy milczgco zaktada¢, ze parametr s wystepujgcy w catce Laplace’a
spetnia warunek:

re(s) >Xx,
tzn., ze catka Laplace’a jest bezwzglednie zbiezna. Jest wtedy
e f(t) -0, gdy t— oo (8.11)
Twierdzenie

W obszarze zbieznosci catki Laplace’a (8.4) transformata F(s) jest funkcjg holomorficzng zmiennej

s, za$ je pochodna F'(S) wyraza sie wzorem
F'(s)=[(=0)f (t) et (8.12)
0

Przez funkcje F(s) na podstawie twierdzenia o przedtuzeniu analitycznym w dalszym ciggu

bedziemy rozumiec funkcje okreslong i analityczng nie tylko w obszarze, w ktdry zbiezna jest
odpowiadajgca jej catka Laplace’a, ale w catym obszarze , na ktéry moze by¢ ta funkcja przedtuzona.

8.3 Liniowos¢ przeksztatcen Laplace’a.

Przeksztatcenia Laplace’a — proste i odwrotne — s3 liniowe, mianowicie:

(f+Ll= 0 n]+ 5] (8.13)
([kf] = ke[ £] (8.14)
CR+E]=C R+ [F] (8.15)
0 [kF] =kt [ F] (8.16)

Przy czym duzg literg z indeksem oznaczony zostat obraz laplasowski funkcji oryginatu oznaczonej
mafa literg z tym samym indeksem.

Dowdd liniowosci przeksztatcen opiera sie na liniowosci catki oznaczonej. Nalezy pamietac, ze
wyktadnikiem wzrostu sumy funkcji jest wiekszy z wykfadnikéw jej sktadnikéw, oraz ze mnozenie



funkcji przez liczbe zachowuje wykfadnik wzrostu, np. dla funkgji ¢’ i e* wyktadnikiem wzrostu jest
2.

Oto przyktady protego przeksztatcenia Laplace’a, czesto wystepujgce w zastosowaniach:

([n()]= Il(t)e‘”dt e 0 =< (re(s)>0) 8.17)
T t_—st T —s)t 1
J.eA dt—J. (4 )a’t:S_/1 (re(s)>re(/])) (8.18)

0

Liniowos¢ przeksztatcen Laplace’a oraz wzor (8.18) prowadzg do tatwego obliczania niektérych
transformat:

jax _ - jax
fsin(an)]=g € e L, 1L @ 8.19)
2j 2jls—jw stjw| 242
Analogicznie mozna obliczy¢:
s . w _ S
f[cos(m)]=m, E[smh(m‘)]=s2_w2, El:cosh(wt)]—sz_w2 (8.20)

Wystepujace w przeksztatceniu Laplace’a (8.18) A jest dowolnym parametrem zespolonym. Ktadac
A =a+ jw otrzymamy:
1 s—a+ jw

= st . N _
)= e eosar nan)| Lo Lo i

A stad

I e” cosax |= re(s)>a (8.21)
§—

s—a
)
fl:eatSinaI]:Ta;Hdz (re(s)>a') (822)

Ktadac @ =0 w przeksztatceniach (8.21) i (8.22) otrzymamy:

w

K[COSQI] = Tg}
S

%a)z, ﬁ[sin C(I] =

8.4 Rézniczkowanie i catkowanie przeksztatcen Laplace’a.
Niech f(t) i f'(t) bedg oryginatami i f(O +) =k, . Wtedy, przy ﬂ[f] = F otrzymamy,

postugujac sie warunkiem (8.11)

0

([ r(n)]= T%e_”dt =[f(t)e™] : +s[ f(r)e™dt = sF =k, (8.23)




Zaktadajac teraz, ze [ "(t) tez jest oryginatem i f'(O +) =k, , otrzymamy
(L (e)]=st[ f(2) |-k =s[sF =k,] =k, = s> F = (sk, + k,) (8.24)

Analogicznie zaktadajac, ze f(") jest oryginatem, a f(v) (O +) =k, (V =0,1,2...,n —1) ,
otrzymujemy:

n-1

E[f(") (t)] =s"F —Zkvs”_l_v (8.25)
v=0
Zauwazymy, ze jesli wszystkie wartosci poczgtkowe sg zerami, to n-krotne rézniczkowanie oryginatu

jest rownowazne mnozeniu obrazu przez s" . W ogdlnym przypadku nalezy po stronnie obrazu odja¢
pewien wielomian stopnia n-1 o wspdétczynnikach bedgcych poczatkowymi wartosciami funkcji i jej
pochodnych az do rzedu n-1.

Przyktadem zastosowania wzoru (8.23) jest

([ cos x| =al)€|:(sin ) '] =Clo|:s€ (sin ar) —sinO:I =C%S = i)wz = 2 jaﬁ

W celu znalezienia obrazu catki oryginatu f(t) oznaczymy

f(r)r=¢(1)

S —_—

Nie trzeba zaktada¢, ze ¢(l‘) jest oryginatem, gdyz catka oryginatu jest zawsze oryginatem. Jest

wtedy ¢(0 +) =0, ¢'(t) =f (t) . Stosujac do powyisze]j funkcji wzér (8.23):

tLo(0)]=stlo(0)]=eLr(0)]=F(s)

Otrzymamy

éﬁf(r)dr} _F) (8.26)

s

Wzér (8.26) odczytujemy: catkowanie w granicach od 0 do t oryginatu jest réwnowazne dzieleniu
obrazu przez s.

Obliczmy teraz pochodng funkcji holomorficznej F(s) , bedacej obrazem oryginatu f(t) .

Skorzystamy tu z twierdzenia analogicznego do znanego nam z analizy matematycznej twierdzenia
Leibniza o rézniczkowalnosci catki wzgledem parametru. Mianowicie bedzie wtedy:

00

F(s) =%j £ (1) = [~ () e de = ¢ [ ~1f ()]

0

i ogdlnie



FO(s)=e[ (1) £ (1)] (8.27)
Co wystawiamy: rézniczkowanie obrazu jest rGwnowazne pomnozeniu oryginatu przez —t.

Niech dla przykfadu zastosowania twierdzenia o catkowaniu oryginatu bedzie dana funkcja ¢(t)

przedstawiona na rys. 8.1a. Jest ona wykresem catki funkgji f(t) pokazanej na rys. 8.1b.

on | f(O

N[~

£
~

~
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!

Rys. 8.2 Przyktad twierdzenia o catkowaniu

Funkcje f (t) mozna analitycznie przedstawic¢ za pomoca funkcji Heaviside’a:

T

f(t):E[U(I)—Zq(t—gJﬂ](t—T)}

Wobec czego jej transformatg jest



Stosujac wspomniane twierdzenie otrzymamy

L[] =S22_1;[1—e“§}2

Znajdzmy teraz obraz funkcji ¢(t) =t —rys. 8.2.

a)
p(t) )

@(t)=t

!

f8)=1(1)

T t
Rys. 8.2 Przyktad twierdzenia o catkowaniu dla funkcji liniowej

Dokonany tego dwoma sposobami. Zauwazymy najpierw, ze zachodzi zwigzek
#(1)=m 1)

Wobec czego dzieki (8.27) i (8.17)

1] = —Gj :Si2 (8.28)



Mozna ten sam wynik otrzymac stosujgc wzér (8.26). Mianowicie z tego, ze

#(1)=]7(r)r oraz [n(r)]="

w123
Dalsze przyktady:

[r]=2. ﬁ[te”’}:—%(ﬁ[em}):—(Si/‘j:(S_l/])z 8.29

ov._,N

Wynika, ze

([re" |= -—nﬂ (8.30)
: T [ @ ) 2w
E[tsm a,t] = (E[sm a,t]) (sz +afj (S2 +a)2)2 (8.31)
2 -—
Z[tcos at] :s—a122 (8.32)
(s +e)
Zatézmy teraz, ze istnieje transformata funkcji ¢(t) = @ Oznaczmy jg przez qD(s) . Korzystajac

ze wzoru (8.27) dla n=1 otrzymamy

()

o {g} —L=—f(r)=¢"[F(s)] (8.33)

gdzie F(s) jest transformatg funkcji f(t) . Wobec tego

= —j; F(z)dz

Statg C wyznaczymy korzystajgc z uwag o zachowaniu sie transformaty Laplace’a przy s — o .
Otrzymamy ostatecznie:

t

TF(z)dz =£{M} (8.34)

N

Gdzie catkowanie odbywa sie po dowolnej drodze w obszarze holomorficznosci funkcji F(s) oraz

takiej, dla ktérej czesc rzeczywista granicy gornej jest réwna o .



Wzér (8.34) odczytujemy: Catkowanie obrazu jest rownowazne dzieleniu oryginatu przez t.

Przyktad obliczeniowy
Tre$¢ zadania

Obliczy¢ transformate sinusa catkowego, okreslonego wzorem:

t

Si(r)=| Sil; Lar (8.35)
0

Rozwigzanie

Korzystajgc ze zmiennosci transformaty funkcji sin t oraz ze wzoru (8.34) mamy

/ sin‘ ‘T dz =arct, z|m‘7—T—arct s
r T e Ty s

Stad i z wtasnosci (8.14) przeksztatcenia Laplace’a otrzymujemy

[si(1)]= 2—’2 - arc:g o (8.36)

8.5 Przesuniecia w dziedzinie oryginatu i obrazu.

Dokonajmy liniowego przeksztatcenia argumentu rzeczywistego t, piszgc na jego miejscu w oryginale
f(t) nowag zmienng f(at —to) przy zatozeniu, ze a >0 oraz t, 20 iznajdzmy obraz Laplasowski

nowej funkcji f (at —to) zmiennej t pamietajac, ze

flar=1))=n(ar=1,) f(ar=1,)

Bedzie wtedy

00

[ F(at-1,)] ZJU(at—to)f(at—to)e_”dt=:ff(at—t0)e_”dt

(8.37)
0

a

Bowiem z wtasnosci funkcji Heaviside’a wynika, ze funkcja podcatkowa jest réwna zeru dla ¢ <-2

L
Dokonajmy w ostatniej catce transformaty (8.37) nastepujgcej zamiany zmiennych
r=at-1,
Bedzie wtedy
dt=—r1



t t_O 0
a
T 0 00
Stad
00 _ST+t0 1
([ flar=1,)]=[f(r)e —dr
0
Lub inaczej

_sty 0
a2 ()

Twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie oryginatu zwane tez w mechanice twierdzeniem o
ttumieniu ktadgc w transformacie (8.38) a=1 czyli

([f(t=1,)]=e"F(s)

Obliczmy dla przyktadu

—sty

fl:”(t_to)] =<

E[sin (t—to)] =3 id e

Twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie obrazu ma postaé nastepujaca:
! [F (S —so)] =e" (t)

Twierdzenie o podobienstwie otrzymujemy ktadac w transformacie (8.38) 7, =0 czyli
o[ f(a)]=Lr ij (a>0)
a a

Ponizej rozwigzemy kilka zadan, a wsréd nich takie, w ktérych funkcja transformowana jest
okresowa.

Przyktady obliczeniowe
Przykfad 1

Na rys. 8.3 przedstawiona jest funkcja:

f(e)=Aln(e)=n(e-7)]

(8.38)

(8.39)

(8.40)

(8.41)

(8.42)
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Rys. 8.3 Wykres funkcji

Jej obrazem w przestrzeni Laplace’a jest

F(s)=o[r()]= A5

s

sT

Przyktad 2

Funkcje schodkowsg (rys. 8.4) mozna zapisa¢ za pomocy funkcji Heaviside’a jak nastepuje:

f()=A[n()+n(t=T)+n(t-2T)+......... ]

it

3A

0 T 2T 3T

8.4 Wykres funkcji (8.44)

(8.43)

(8.44)

Wobec czego w wyniku zastosowania wzoru na sume szeregu geometrycznego obraz laplasowski ma

postac

(8.45)



Przyktad 3

Niech funkcja o réwnaniu

f(t) i 0 okresie T bedzie zadana na rys. 8.5. Opiszmy pomochnicza funkcje réwnosciami

t) dla 0<t<T
)=},
a pozostalych t

] T 2T 3T ¢

Rys. 8.5 Wykres funkcji (8.46)

Wzér (8.43) pozwoli obliczy¢ transformate

o ()= ([6()]=] 1 (1) ~"a

0

Sama funkcje f (t) zapiszemy teraz za pomocg pomocniczej funkcji ¢(t) W postaci szeregu

F()=¢()+n(t=T)p(t-T)+..n(t=nT)p(t =nT) +........... (8.46)

Wobec twierdzenia (8.39) bedzie

F(s)=®(s)+P(s)e™ +..cooeene. +O(s)e™ +...... =CD(S)1 — (8.47)
—e
Stad ostatecznie
1 ¢ _
F(s) = o If(t)e dt (8.48)

Przyktad 4

Niech funkcja f (t) omawiana w poprzednim przyktadzie ma postac jak na rys. 8.6. Zatem funkcja

pomochnicza ¢(t) jest zadana wzorem:



® | | | |
| | | |
3> -
0 T T T T T TZT t
2 | | | |
O——0O O———=O
Rys. 8.6 Wykres funkcji f (t)
Jej transformata jest
—sz 2
1 2 -sT A L
QJ(S): |:__2e + ]=—(1—e ZJ
s s s s
Wobec czego wzoér (8.48) pozwala napisaé
T 2
(1 _e_SZJ —sz
A Al-e 2 A T
F(s) =— ——=— ¢ = :—tghs— (8.49)
s 1-e€* s =S 2
l+e 2
Przyktad 5
Niech rys. 8.7 przedstawia funkcje :
f(t) =|sin —‘ (8.50)




Rys. 8.7 Wykres funkcji (8.50)

Stad

¢(t)=I7(t)sin(%j+1(t—T)sin%T(t—T)

Jej transformata jest
| wreszcie

8.6 Twierdzenie Borela | catka Duhamela.

Niech f, (t) i f, (t) bedg oryginatami przeksztatcenia Laplace’a. Zgodnie z definicjg splotu ich splot
oznaczymy przez

fl(r)*fz(r):gfl(r)fz(t—r)dr

Twierdzenia Borela.

lloczynowi obrazéw odpowiada splot oryginatéw:

(f)0(h)=0(f" 1) (8.51)



Twierdzenia tego nie bedziemy dowodzi¢, bowiem jego dowdd jest analogiczny do dowodu
twierdzenia Borela dla zespolonych przeksztatcen Fouriera.

Ze wzgledu na to, ze oba oryginaty f, (t) i f, (t) sg ograniczone w otoczeniu zera, warto$¢

poczatkowa splotu (prawostronna granicadla t — 0 jest réwna zeru. Zastosowanie wzoru (8.23) do
splotu (8.51) prowadzi do réwnosci:

S+ 5)T=s0(£)0(f) e (8.52)

Stosujgc do pochodnej splotu znane twierdzenie Leibnitza o rézniczkowaniu catki wzgledem
parametru mozemy réwnosc (8.52) zapisa¢ w nastepujgcej postaci:

J'f1 ) £, (=1)dr = £, (¢) £, (0+) J'fl )£ (t-1)dr (8.53)

Wyrazenie wystepujgce po lewej stronie réwnosci (8.53) nazywa sie catkg Duhamela. Mozna
wykazaé, ze jezeli przyjmiemy definicje splotu w dziedzinie zespolonej
1 x+joo

Fl*FZ:z_nj [ F(2)F(s-z2)dz (8.54)

x—joo

Gdzie x jest wigksze od sumy wyktadnikéw wzrostu obu oryginatéw f, i f, , to prawdziwe bedzie

twierdzenie Borela dla obrazéw:

URARIFARXIFAA (8.55)

8.7 Rozwiniecie obrazu w szereg Laurenta.
Twierdzenie

Jezeli funkcja holomorficzna, rozwijalna w otoczeniu punktu w nieskoiczonosci w szereg Laurenta

F(s)= kic—; (s> R) (8.56)

=1 S

jest w nieskoriczonosci regularna, to jest ona obrazem laplasowskim funkcji

()= (kc—kl) !t"‘l (8.57)

k=1

powstatej w wyniku zastosowania do szeregu (8.56) odwrotnego przeksztatcenia Laplace’a wyraz po
wyrazie.

Azeby to twierdzenie udowodni¢, wystarczy wykazaé, ze f (t) jest oryginatem, gdyz zastosowanie

do oryginatu (8.57) wzoru (8.29) daje z powrotem réwnos¢ (8.56).

Wezmy dla przyktadu funkcje



Regularng dla s — ® . Mozna jg rozwing¢ w szereg Laurenta, zbiezny na zewnatrz kota o srodku w

poczatku uktadu i promieniu |a , tzn. dla s spetniajgcych nieréwnos¢ |S| > |a| . Jest wtedy

s

SECCOTAN
- a Z 22n ( )
Przeksztatcenie zostato dokonane na podstawie tozsamosci:

_1#2%3%4% (2n-1)2n _(2n)!

2%4%6%......%2n 2"n!

1#3%5% ..%(2n-1)

Otrzymany szereg spetnia zatozenia twierdzenia o rozwijaniu transformaty w szereg, wiec mozna go
poddaé odwrotnemu przeksztatceniu Laplace’a wyraz po wyrazie. Pamietajac, ze

2n
o {%} =L (n=01...)

(2n)!

Otrzymamy

+

|1y (-1)" (2n)ta™ ,, _ 5 (-1)" (m}z"
s2+a? | a2 (n!)z( )! ! 2
Stojaca po prawej stronie funkcja nosi nazwe funkcji Bessela zerowego rzedu (pierwszego rodzaju)

argumentu at . Oznacza si¢ ja J,, (at) . Wykazalismy wiec, ze

- 1 _
z {ﬁ} =gy (at) (>]a) 8:58)
Rozpatrzmy inny przykfad. Niech mianowicie oryginatem bedzie
f)=e"

Jest to funkcja ciggta w przedziale (—0,00) rzedu wyktadniczego, k wiec ma transformate. Zobaczmy,

czy mozna tu zastosowac twierdzenie o rozwinieciu transformaty w szereg Laurenta. Otéz jest

e :i(_l) 2 (8.59)

Szereg jest zbiezny do zespolonego t, ale nie na catej ptaszczyznie jest funkcja rzedu wyktadniczego,
np. na osi urojonej jest



Wobec czego nie mozna stosowa¢ omawianego twierdzenia. Zauwazymy, ze gdybysmy jednak
poddali szereg (8.59) transformacji wyraz po wyrazie, to otrzymalibySmy szereg

2n+l

;(—1);(!2;1)! S 1

wszedzie rozbiezny.

Rozwigzmy powyzsze zadanie inng metoda. StwierdziliSmy juz poprzednio istnienie transformaty
é[e"z} = F(s) (8.60)

Zaktadajac, ze s =re s obliczymy lewg strone powyzszej rownosci. Bedzie

f[e"z } = Te"z edr = eiTe_(”;) 2 dt
0

0

WprowadZmy nowq zmienng rzeczywistg

S
t+—=u dt=du K
2 u —

A stad

l[e"z]:es“]ie'"zdu=g-[es4Elf(%):F(s) dla s =res

Oczywisciedla s =res
F(s) = F(s)

Wobec czego tozsamosc ta, dzieki przedtuzeniu analitycznemu funkcji F(S) w potptaszczyznie

zbieznosci catki (8.60). Jest wiec

Gdzie



