Wyktad VII

Przeksztatcenie Fouriera.
7.1 Catka Fouriera w postaci rzeczywistej.
Dotychczas rozpatrywalismy szeregi Fouriera funkcji w ograniczonym przedziale [—l, l] lub [0, l] .

Teraz pokazemy analogicznie przedstawienie funkcji w przedziale (—00, 00) lub (0,00) . W tym celu

zatézmy, ze funkcja f (x) okreslona w przedziale (—00,00) jest w tym przedziale bezwzglednie
catkowalna:

00

Hf(x)\dx<oo (7.1)

Dalej, ze w kazdym skoriczonym przedziale spetnia pierwszy i drugi warunek Dirichleta. Oznaczmy
=77 (7.2)

| przedstawimy funkcje f(x) w przedziale [—l, l] za pomocg jej szeregu Fouriera:

(%) =“_20+ian sin (?j”’" cos (?J (xO(-L1)) (7.3)

O wspodtczynnikach danych wzorami Eulera-Fouriera, ktére przybiorg postac:

a, 17 cos( nt _
= [ @)= (7}1; (n=0,1,2..) (7.4)

Sin

Wstawmy prawe strony zwigzkow (7.4) do réwnosci (7.3). Otrzymamy:

f(x) :# T f(t)dt+i%if(t)[cos(%jcos(%t)+sin(?jsin(%tﬂdt =
:ﬁ]@ f(t)dt+7lri%7f f(t)cos(@}dt

(7.5)

i przejdZzmy do granicy, gdy [ — o lub, co jest rbwnowazne, gdy A — o .

Z zatozenia bezwzglednej catkowalnosci wynika, ze pierwsza z catek po prawej stronie w powyzszej
réwnosci jest zbiezna, a poniewaz mianownik 2771 rosnie nieograniczenie, wiec:

.17 _

EIEH_L f(1)dr=0 (7.6)
Oznaczmy

wn:% (n=1,2,3,.....) (7.7)

Wobec czego



n n—-1_1
AW, =@, -, =—=——=—
A A A
Wprowadzajgc nowa funkcje:
m
ga(a),x,/}) = I f(t)cos(w(x—t))dt (7.8)
Mozemy szereg w rownosci (7.5) napisa¢ w postaci
> 9w, xA)pw,
n=l1
| uznaé za sume przyblizona catki
jga(w, x,A)dw (7.9)
0

1
Co nie jest Sciste, bo qa(a)n,x,)l) zalezy od Aw, =— , poza tym nie jest to suma lecz szereg.

Przejscie graniczne przy A — o daje catke:

00

p(w, x) = I f(t)cos(w(x—1))ar (7.10)

taczac zaleznosci (7.9) | (7.10) otrzymujemy twierdzenie:

Twierdzenie

Funkcje f (x) bezwzglednie catkowalng w przedziale (—00,00) spetniajaca w nim pierwszy i drugi

warunek Dirichleta mozna przedstawic za pomocg tzw. wzoru catkowego Fouriera:
N _
f(x)= ﬂ!dwi £ (t)cos(a@(x—1))dr (7.11)

Istnieje scisty dowdd réwnosci (7.11), ale znacznie bardziej skomplikowany i dtuzszy od powyzej
podanego.

Prawa strona wzoru (7.11) nazywa sie catkg Fouriera funkcji f (x) . Przeksztatcajac ja dostajemy:

f(x)= ILTI dwK_]i f(1)cos atdt} cos wx + (]i f(7)sin axdtJ sin a)x} (7.12)

Co zapiszemy w postaci

£(x)= Ha(a))cosa)x+b(a))sin a)x} dew (7.13)



Przy czym oznaczamy

a(@)_1 | £(0) arar (7.14)
m sin

Wz6r (7.13) bedacy analogiem szeregu Fouriera dla funkcji w przedziale ograniczonym, moéwi, ze
f (x) mozna w nieograniczony przedziale (—00,00) roztozy¢ na drgania harmoniczne o

czestotliwosci zmieniajacej sie w sposdb ciggty od zera do nieskoriczonosci.

Funkcje a(a)) i b(co) nazywajg sie wspoétczynnikami widma ciagtego funkcji f (x) . Funkcje te maja

nastepujgce wtasnosci
a(-w)=a(w), b(-w)=-b(w) (7.15)

Funkcje, ktorej wartos¢ w kazdym punkcie jest rowna wartosci jej catki Fouriera, nazywamy
rozwijalng na catke Fouriera. Dla takiej funkcji zachodzi wtedy analagon réwnosci Parsevala

00 00

J. I:f(f):lzdt :% j [az (a)) +b* (w)]dw (7.16)

—00 —00

7.2 Catka Fouriera funkcji parzystej lub nieparzystej.

Niech funkcja f (x) rozwijalna na catke Fouriera, bedzie funkcjg parzystg. Wtedy b(co) =0, bo

funkcja podcatkowa we wzorach (7.14) bedzie nieparzysta. Natomiast
2
a(w)=—jf(t)cos(at)dt (7.17)
T
Wzdr catkowy dla funkcji parzystej przybiera postac
f(x) = Ia(a)) cos(a)x) dw (7.18)
0
Analogicznie w przypadku funkcji nieparzystej otrzymujemy

() =2 [ £ (1)sin(er)a
0 (7.19)

7.3 Catka Fouriera funkcji w przedziale (0, 00) .

Rozpatrzmy funkcje f (x) zadana w przedziale [0,00) i w nim bezwzglednie catkowalng oraz

spetniajgca pierwszy i drugi warunek Dirichleta.

Utwdrzmy funkcje pomocniczg okreslong w sposéb nastepujacy



| F(x) sdy xD(0.)
o)=| () e n20

Funkcja ¢)(x) jest oczywiscie rozwijalna na catke Fouriera, mianowicie
(a(x) = ja(a)) cos(wx) dow x0O (—00,00)
0
X
=— di
a(a)) ﬂlf(t)cos(m) t

Wobec czego w przedziale (0,00) zachodzi réownos¢

£ () =7—2_[Icos(azv)da)£ £ (1) cos () di (7.21)

Analogicznie tworzac nieparzystg funkcje pomocniczg otrzymujemy

() :%Tsin(wx)dw! £(¢)sin(ax)dr x0(0,00) (7.22)

0

Kazdg z réwnosci (7.21) i (7.22) nazywamy wzorem Fouriera w przedziale (0,00) , @ prawe strony tych

wzordéw nazywamy catkami Fouriera w przedziale (0,00) . Funkcje, ktéra w przedziale (0,00) da sie

przedstawi¢ rownoscia (7.21) lub (7.22) nazywamy funkcjg rozwijalng na catke Fouriera w przedziale
(0,00).
7.4 Sinusowe i cosinusowe przeksztatcenie Fouriera.

Zatéimy, ze funkcja f (x) jest rozwijalna na catke Fouriera w przedziale (0,00) . Wtedy (7.21) i
(7.22):

Tﬁ f(#)sin axdt}sin wxdw

[Tf(t)cos atdt}cos wxdw xD(0,00)

Przyjmijmy oznaczenia:
F (@)= [ £ (t)sin(cr)ds (7.23)
F (@)= [ £(t)cos(er)d (7.24)

Wobec czego



%jp (w)sin (ar)dr = () (7.25)
Oraz
%Tﬂ(a))cos(at)dt: £(0) (7.26)

Wzér (7.23) nazywamy prostym sinusowym przeksztatceniem Fouriera, zas (7.25) przeksztatceniem
sinusowym Fouriera odwrotnym (wzgledem niego). Analogicznie wzory (7.24) i (7.26) nazywajg sie

prostym i odwrotnym cosinusowym przeksztatceniem Fouriera. Zwigzek migedzy funkcjg f (t) ajej

sinusowa lub cosinusowg transformatg F, lub F, bedziemy oznacza¢ nastepujaco:

F=0,[£(1)], f()="[F ()]

F=o.[/(0] 7()=0"[E (@] 2

W dalszym ciggu zajmiemy sie obliczaniem sinusowego i cosinusowego przeksztatcenia pochodnych i
catki funkcji f (t) .

Oznaczmy przez k, i k, prawostronne granice w poczgtku ukfadu:
k,=f(0+), k=r£'(0+) (7.28)

Obliczmy transformaty pierwszych pochodnych funkcji f(t) przy zatozeniu

f(t)—>0, gdyt—»oo

o [£(1)]= I%sin((d)dt =[ £ (¢)sin ()] —a);f £ (1) cos () de = ~eoF, ()

(7.29)
(< (9 _ © T : _
Of [f (t)] = !E dt [f cos )]‘0 + a).([f(t) sm(al) dt = -k, + wF, (a))
Przy obliczaniu drugich pochodnych zatézmy ponadto, ze
f(t) -0, gdyr o
" _tdf . df
Cbs[f (t)]—'([ a’t{ sm( )dt—{—sm } I—cos
= ~w|~k, + WF,| = k,w- &' F, (w) (7.30)

+ wjf%sin(ax) dt =k, - F ()

0 0

0

Przy obliczaniu transformat catki



f(r)ar

o —_—

Zatézmy, ze

If dT_»O gdy t - o
0

[l oo

0

w (7.31)
. %}Df dr}cos(ax)o +Z)£f(t)cos(m)dt :%)Fc(w)
) [J.f dr}—'[[_[f dr}cosaldt—
’ . (7.32)
%}[lf a’r}sm )0 —Z)gf(t)s1n(m)dt:—iﬁ(w)
Przyktad obliczeniowy
Tre$¢ zadania
Znalezé transformate sinusowa funkcji f(x) =e¢ " gdy xD[O,OO)
Rozwigzanie
F. () :7—27] 2 sin @x) dx
7.5 Catka Fouriera w postaci zespolonej.
Niech funkcja f (x) bedzie rozwijalng na catke Fouriera. Wtedy
S N _
= ﬂ!dw_];f(t)cos(a)(x t))dt (7.33)

Wewnetrzna catka jest parzystg funkcjg zmiennej @ , wobec czego mozna zewnetrzng catke
rozciggnaé na przedziat (—00,00) dzielac jednoczesnie catg prawa strone réwnosci (7.33) przez 2.

Wobec tego bedzie
2L [ deof 7 (1)cos(e(x—1))dr (7.34)

Gdybysmy teraz w prawej stronie réwnosci (7.33) zastgpili cosinus sinusem, to catka wewnetrzna
bytaby nieparzystg zmiennej @, wobec czego catka zewnetrzna stataby sie réwna zeru. Bytoby wtedy



=%T Iodwi £ (t)sin(w(x~1))dt (7.35)

Dodajmy stronami réwnos¢ (7.34) do rownosci (7.35) pomnozonej przez j, pamietajgc jednoczesnie,
ze wzor Eulera pozwala zapisac:

cosw(x—t)+ jsinaw(x—t)= /)
Otrzymamy
1 0 3 ]w(x l

— j w j f(r (7.36)

2 —00 —00
W?zér (7.36) nazywa sie wzorem catkowym Fouriera w postaci zespolonej, za$ jego prawa strona —
zespolong catkg Fouriera.
7.6 Zespolone przeksztatcenie Fouriera.
Zapiszmy rownosc (7.36) korzystajgc z witasnosci dodawania argumentow funkcji wyktadnicze;j:

f(x) :%T [J. f(t) e_j“'}ej"”‘da) (7.37)

—00 | —00

Oznaczmy catke wewnetrzng

00

F(@)= [ f(eazo.[£(1)] (7.38)

—00

Wtedy rownosc (7.37) przybierze postac:

F(x) === [ F.(0)edw= o7 [F. ()] (7.39)

Wzér (7.38) nazywamy prostym zespolonym przeksztatceniem Fouriera (niekiedy dodajemy

dwustronnym), zas (7.39) nazywamy zespolonym przeksztatceniem odwrotnym.

Funkcja f (t) nazywa sie oryginatem albo funkcjg oryginalng przeksztatcenia, zas F; (a)) - obrazem,

tansformatag lub przeksztatceniem odwrotnym.

Transformate F, (a)) nazywamy takze zespolonym widmem ciggtym funkcji f(t) . Aby znalez¢

zwigzek miedzy zespolonym widmem ciggtym i widmami rzeczywistymi, danymi wzorami (7.14)
zauwazymy, ze:

F (@)= [ £(¢)cos(ar)di - Jj £(¢)sin () de

Oznaczajac, zgodnie z wzorami (7.14)



(7.40)

Mozemy widmo zespolone przedstawic¢ w postaci:

F. (@)= A(w)- jB(w) =

z

F ( w‘” AT

Widmo amplitudy

F, (a))‘ i widmo fazy Arg F, (a)) da sie obliczy¢ w zaleznosci od widm

rzeczywistych. Mianowicie:
A=|F|ArgF.. B=~|F|ArgF.
Wobec czego:

- [A2+BZ

Oczywiscie re(FZ) = A jest funkcjg parzysta, a lm(FZ) = B jest funkcja nieparzystg argumentu @ .

F,

7.7 Przeksztatcenie Fouriera operacji rozniczkowych i catkowych.

t
Zatdimy, ze pochodne pierwsza i druga oraz catka J.f (Z’)dl' funkcji f(t) , majacej transformate
0

Fouriera, takze sg transformowalne oraz ze spetnione sg nastepujace warunki graniczne:
13
£(6) =0, f() =0, [f(r)dr -0, gdylf - e (7.41)
0

Obliczmy:

Pierwsza pochodna
®.[f(r)]= I%e_’“df = f(r)e™ ]‘: + ij f(t)e7™dt = jwF. [ (7.42)

Druga pochodna

o, [f(1)]=(jw) F. () (7.43)

Catka

. [jf(f)df} =L F.(«) (7.44)

Mozna otrzymane wyniki wystowi¢ jak nastepuje:



Rézniczkowanie oryginatu jest rownowazne mnozeniu obrazu przez jw , catkowanie (w granicach

(O, t) ) oryginatu jest rownowazne dzieleniu obrazu przez jw.

7.8 Funkcja Heaviside’a.

Pseudofunkcjg Heaviside’a nazywamy , fumkcje” okreslong w sposdb nastepujacy:

I, gdy x>0
df 1
I7(t)= > gdy x=0 (7.45)
0, gdy x<0

Na rys. 7.1 przedstawiono funkcje Heaviside’a /7(t) , zas narys. 7.2 te sama funkcje z opdznionym

argumentem /7(t —to) .

I
a) b)
1 I Q
1 |
z '
A A
of t 0 t, t

Rys. 7.1 Funkcja Heaviside’a l7(t —to) :a) 1, =0,b)7, 20

Operacje polegajaca na przemnozeniu funkcji f(t —to) przez funkcje Feaviside’a /7(t —to)
nazywamy gaszeniem funkcji. Przyktady funkcji zgaszonych zostaty przedstawione na rys. 7.2

sin(1=1,) =0 (=1, ) sin(t=1,) irys. 7.3 1™ = (1-1,) "))



o\ Nt

Rys. 7.2 Zgaszona funkcja sin (t - to)

e! e (th)
C
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~

£

Rys. 7.3 Zgaszona funkcja e(t—zo)

Zauwazmy, ze funkcja Heaviside’a spetnia warunki Dirichleta w kazdym przedziale skoriczonym,
natomiast nie jest rozwijalna na catke Fouriera, gdyz nie jest bezwzglednie catkowalna na catej osi
rzeczywiste;j.

7.9 Prawostronne zespolone przeksztatcenie Laplace’a.

Zaktadajac, ze funkcje /7(t) f(t) mozna poddac przeksztatceniu Fouriera, zdefiniujmy nastepujgce

przeksztatcenia:



F(@)=] (e ar=o] £(1)] (7.46)
700 1(1)= 5 | F (@l dw=a" [F(w)] (7.47)

—00

W?zdr (7.46) nosi nazwe prostego prawostronnego przeksztatcenia Fouriera, zas (7.47) odwrotnego
prawostronnego zespolonego przeksztatcenia Fouriera.

W prawostronnym zespolonym przeksztatceniu Fouriera bedziemy zapisywac funkcje

transformowang zamiast I7(t) f(t) krotko f (t) , Uwazajac ja od razu za zgaszong. Wtedy w

formule (7.47) mozna poming¢ /7(t) . Zatozmy teraz, ze funkcja f(t) i jej pochodna f'(t) s3
oryginatami przeksztatcenia Fouriera i przyjmijmy zatozenia:

t

F(6) =0, f() =0 [f(r)dr -0, gdy e (7.48)

0

Oraz
F(0+)=k,, £'(0+)=k (7.49)

Wtedy
o[ f'(1)]= T%e_’”dt = [f(f)e_’“ ]‘: + ijf(t)e_j”dt =k, + jwF (w)  (7.50)
D[ (1)) =k — jok, +(jw) F(w) (7.51)

o rle)ar =L (e 752

Przy odpowiednich zatozeniach dotyczacych catek f (t) .

7.10 Splot.

Zauwazmy, ze wszystkie dotychczas przez nas poznane przeksztatcenia sg liniowe. Zapiszmy ten fakt,
np. dla dwustronnego zespolonego przeksztatcenia Fouriera, oznaczajgc:

Fo)=®.[f(1)]. Gla]=o.[5(1)]

| zaktadajgc istnienie wprowadzonych wyzej funkcji i odwrotnych transformat Fouriera. Zachodzg
mianowicie nastepujgce rownosci:

®_[af(r)+PBe(t)]=aF.[a]+BG. (w) (7.53)

af(t)+Bg()=® ' [aF, (w)+BGC.[w]] (7.54)

Dowdd tych wtasnosci opiera sie na liniowosci catki oznaczonej.



Réwnos¢ (7.53) mozna wystowié:

Obrazem kombinacji liniowej oryginatéw jest taka sama kombinacja liniowa obrazow.
Réwnosc (7.54) :

Oryginatem kombinacji liniowej oryginatow jest taka sama kombinacja liniowa oryginatow.

Zaktadajac teraz, ze obie funkcje f(t) i g (t) sg catkowalne z kwadratem, poszukujemy zwigzku

miedzy oryginatami, odpowiadajacego iloczynowi obrazéw tych funkcji. W tym celu wyrazmy iloczyn
obrazéw za pomoca catki podwdjnej

F. ()G, (w)= U; f(Tl)e_j"”ldrlj[T p (Tz)e"'“’“drzj _

- (7.55)
= _[ If(rl)g(rz)e"”(“’Z)drler
A nastepnie zastosujmy zamiang zmiennych 7, i T, nazmienne f,T.
I,+71,=t, T, =7, czyli T,=t-T (7.56)

Jakobian tej zmiany jest rowny 1:

o(z,.7,) _‘ 1 0

= =1
o(r.t) |1 1‘

Jest przeksztatcenie ptaszczyzny 7,7, w pfaszczyznet,T .



!
Y

Rys. 7.3 Przeksztatcenie ptaszczyzny 7,,7, w ptaszczyznet, T
Zauwazymy, ze przy tym przeksztatceniu pierwsza ¢éwiartka opisujgca sie nierdwnosciami (rys. 7.3) :
1,>0, 7,>0
Zostaje odwzorowana na obszar opisujacy sie nieréwnosciami
O0<r<t, t>0

Wyrazmy catke, wystepujgcg w iloczynie obrazéw (7.55), za pomocg catki iterowanej w nowym
uktadzie wspoétrzednych. Bedzie wtedy

F.()G. (@)= [ {j F(r)gli- r)dr}e-wdt (757)

—00 | —o0

Catke wewnetrzng w prawej stronie zaleznosci (7.57) oznaczymy:
af
L= [ A0 (e-T)dr (7.58)

| nazywamy splotem lub konwolucja funkeji f; (t) if, (t) .

Symbol ,, [” nazywamy symbolem splatania lub mnozenia splotowego.

Wobec definicji (7.58) mozemy zaleznos¢ (7.57) zapisaé



F(@)G. (&) =0.(F*2)= [ (£*e) " ai 759)

Co jest trescig twierdzenia Borela:
Twierdzenie Borela
W zespolonym przeksztatceniu Fouriera mnozeniu obrazéw odpowiada splatanie oryginatéw.

Postugujac sie odwrotnym przeksztatceniem Fouriera mozemy zalezno$¢ (7.59) zapisa¢ w postaci
zwanej wzorem catkowym Fouriera dla splotu funkcji:

¢'[F.G] =%T ( F (w)G. (w)e ™dw=f*g (7.60)
Podstawowymi wtasnosciami splatania sa:
przemiennos¢
h*hL=L%A (7.61)
tacznosc
(£ )  fi= 15 (L% 1) (7.62)

Mozna wykazac, ze jezeli f, (t) i f, (t) sg bezwzglednie catkowalne w przedziale (—00, +00) oraz
a) co najmniej jedna z nich jest w przedziale (—00, +00) ograniczona lub

b) obie funkcje sg catkowalne z kwadratem w przedziale (—00, +00) , to splot tych funkcji jest w
przedziale (—00, +00) funkcja ciagta.

W prawostronnym zespolonym przeksztatceniu Fouriera wystepuje funkcja zgaszona. Dla takiej
funkcji definicja splotu podana wzorem (7.58) ma postac:

t

£ A] i (2) £ (-1)dr (7.63)

0

Gdzie
£(0)=n(2) £i(z). fi(e=1)=n(t-1) f,(1-7)

Oczywiscie zachowujg sie poprzednio wykazane wtasnosci splotu, a mianowicie przemiennos¢ i
tacznosé. Splot zapisany réwnoscig (7.63) nazywamy niekiedy prawostronnym splotem funkcji

Liifs

Robigc analogiczne zatozenia co do funkcji oraz te samg zamiane zmiennych (7.56) i obliczajagc iloczyn
prawostronnych zespolonych transformat otrzymujemy:



I

Z czego wynika, ze twierdzenie Borela jest prawdziwe takze w przypadku prawostronnego
zespolonego przeksztatcenia Fouriera.



