Wyktad VI

Przeksztatcenia catkowe. Szereg Fouriera.
6.1 Szereg Fouriera.
6.1.1 Wielomian trygonometryczny w postaci rzeczywiste;j.

Wielomianem trygonometrycznym n-tego stopnia nazywamy sume:
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Wspdlnym okresem funkcji trygonometrycznych tworzgcych wielomian (6.1) jestT =2/ , przeto
powyzszy wielomian f(x) jest funkcjg okresowa o okresie 2| dla kazdego naturalnego n. Zapisujemy to
rownoscia

fx+2h=f(x) (xO(-o0,00)) (6.2)

Kazdy sktadnik sumy Z w wielomianie (6.1) mozna przedstawi¢ jako sinusoide z odpowiednim
k=1

przesunieciem fazy, a mianowicie:

kTx . kmx . [ krmx
a, cosT+bk smT = A sin (T+¢kj (6.3)
Zwigzki zachodzace miedzy wspodtczynnikami a,, b, oraz amplituda A, i przesunigciem fazy ¢/<
otrzymamy, korzystajgc ze znanego wzoru trygonometrycznego:
sin(a+,8) =sina*cos f+cosa *sin 5 (6.4)

Jest wtedy

A =\a; +b}, a, =Asing, b, =A cosg, (6.5)



Na rys. 6.1 przedstawiono zwigzki miedzy wspotczynnikami wyrazenia trygonometrycznego (6.3) zas
na rys. 6.2 przestawiono wykres sinusoidy o pulsacji w=k7T/l iprzesunietej w fazieo @/ w .

Rys. 6.1 Zwiazki miedzy wspétczynnikami wyrazenia trygonometrycznego (6.3)



Rys. 6.2 Wykres sinusoidy o pulsacji w=k77/[ iprzesunietejw fazieo ¢/ w

Dzieki zwigzkowi (6.3) mozna wielomian (6.1) przedstawié¢ w postaci:
_dy |V . [ kmx
f(x) _E+2Ak sin _l +9,
k=1

6.1.2. Wielomian trygonometryczny w postaci zespolonej

Znane z algebry liczb zespolonych wzory Eulera:

sin(a)x) =—.(ej“” —e_j“”‘)

Pozwalajg wyrazeniu (6.3) nadac postac zespolona:

krx . krx A
a, cos = +b, sin 7 =ce ! +ce

(6.6)

(6.7)

(6.8)

gdzie przez c, i ¢, oznaczone zostaty nastepujace wspétczynniki zespolone w przypadku k=1,2,...,n

a1 . _ 4] .
Ckza(ak_.]bk)’ Ck:E(ak+.]bk)

(6.9)



Oddzielnie przyjmijmy oznaczenie:
—a, (6.10)

Jezeli rozszerzy¢ zbidr wartosci liczbowych przybieranych przez wskaznik k na wszystkie liczby
catkowite od —n do n, to wielomian (6.1) bedzie mozna nada¢ postac zespolong:

n ke
f(x) = z cke] ! (c_k =Ek) (6.11)
k=-n

6.1.3 Szereg trygonometryczny w postaci rzeczywistej.

Szeregiem trygonometrycznym nazywamy wyrazenie:

a—zo + z a, sin (nTﬂxj +b, cos (nTij (6.12)
n=1

Sumg szeregu (6.12) zgodnie z 0gdlng definicjg sumy szeregu funkcyjnego, nazywamy granice ciggu
sum czesciowych, bedacych wielomianami trygonometrycznymi:

a < . ([ krmx krtx
S, (x)=—°+2ak sinf —— |+b, cos| — |, (n=1,....) (6.13)
2 k=1 l l
Jak wiemy, sumy czesciowe sg funkcjami okresowymi o wspdlnym dla wszystkich n okresie réwnym 2|

S, (x+21)=S,(x) (6.14)

Jezeli ciag {Sn (x)} ma granice, to oznaczamy ja symbolem f (x) i piszemy

f(x) :%+Zan sin (nTﬂxjH)n cos(nTij (6.15)
n=1

Wspdlny okres wszystkich wyrazow szeregu (6.15) powoduje, ze suma szeregu jest funkcjg o tym
samym okresie jaki majg wyrazy szeregu. Zachodzi mianowicie réwnosé:

f(x+20) = f(x) (6.16)
Dla wszystkich x, dla ktérych szereg (6.12) jest zbiezny.
6.1.4. Wzory Eulera Fouriera.
W celu znalezienia zwigzku miedzy wspétczynnikami a, i b, szeregu (6.12)zatézmy, ze jest on w
przedziale [—l, l] jednostajnie zbiezny do sumy f (x) . Wtedy funkcja (6.15) jest ciggta w tym
przedziale , zas szereg mozna w tym przedziale catkowac wyraz po wyrazie.

Jezeli kazdy wyraz szeregu (6.15) pomnozymy przez funkcje ciggta w przedziale [—l, l] to otrzymany

w ten sposéb nowy szereg bedzie nadal jednostajnie zbiezny w tym przedziale i bedzie go mozna w
tym przedziale catkowac wyraz po wyrazie. W trakcie wykonywania rachunkéw pojawig sie pewne
catki, ktére tatwo jest obliczy¢, postugujgc sie znanymi wzorami trygonometrycznymi:



cos’a =%(1+cos 20’), sin® g = %(1 -cos 20')
cos @ cos B = l[cos(a' ~ B)+cos(a +pB)]
2 (6.17)
sina'sin f = %[cos(a - B)-cos(a +,8)]
sincosﬁ:%[sin(a‘ﬁ) +sin (a"'ﬂ)]

Dla naturalnych m i n zachodzg nastepujgce rownosci:

l 1 l
Ildx =2l Icosz (n_l‘[xj dx = I sin? (n—nxjdx =]
-1 =l l -1 l
1 )
Icos(n”xj I (n”xjdx 0, J.sm( xjcos(mﬂxjdxzo, (6.18)
ey ’ l [
l l
Icos (n—mjcos(mﬂxjdx = J.sin(nnxjsin(mnxjdx =0, (n £ m)
% [ ) 4 [ [
W celu obliczenia a, scatkujemy szereg (6.15) w przedziale [—l, l] . Otrzymamy
)
If(x) —Ildx+2a Icos( jdx+b Ism( Zlijdx:aol
-1

Co wobec wzordw (6.18) daje

By :—j f(x)dx (6.19)

. . LAy . . , . s "
Znaczenie geometryczne wspotczynnika — jest nastepujgce: jest to srednia warto$¢ funkcji f (x) w
2
przedziale [—l, l] )

Aby obliczy¢ nastepnie wspotczynnik a, dokonajmy najpierw zmiany wskaznika sumacyjnego w

ITxJ +b, cos(m;-[xj (6.20)

nirx
Nastepnie pomndzmy obie strony rownosci (6.20) przez cos (Tj i scatkujmy w przedziale [—l, l] .

granicy (6.15). Bedzie wtedy

f(x) =a—2°+iamsin(m

Po lewej stronie wystgpi catka:

J-f Cos(nﬂx)dx



Zas po prawej stronie szereg utworzony z nastepujacych catek:

]
2! !

Wobec powyzszego
1
a, =%J~ f(x)cos(nﬂxjdx (n =12,...... ) (6.21)

. [ n7tx
Analogicznie mnozac réownosé (6.20) przez sin (Tj i catkujac w przedziale [—l, l] otrzymamy:

1
n:%jf(x)sin(—nllrdex (n=1,2,....) (6.22)
-1
Wzory (6.19), (6.21), (6.22) zwane wzorami Eulera-Fouriera zapiszemy tgcznie:
a, 1 cos( nitx
- * — ldx =0,1.2... 6.23
b, 2_Ilf(x) sin( 1 j (n ) (6:23)

6.1.5 Szereg trygonometryczny w postaci zespolonej.

Szereg trygonometryczny (6.12) mozna przedstawi¢ w postaci zespolonej:

z cne] ! (c_n :En) (6.24)

S, (x) = Z cke]T (6.25)

Jezeli, jak w poprzednim paragrafie, zatozymy jednostajng zbieznos¢ szeregu (6.24) w przedziale,

[-1.1] , to:

f(x) = Z cnej ! (6.26)

Postugujac sie wzorami (6.9), (6.23) mozna bedzie dla zespolonych wspétczynnikéw ¢, napisac

analogiczne do (6.23) wzory Eulera-Fouriera:



¢, == [f(x)e’ Tax (n=...-2-1012,....) (6.27)

6.2 Funkcja catkowalna z kwadratem.

Jak wiemy funkcjg catkowalng w przedziale [a,b] nazywamy taka rzeczywistg funkcje f (x) ,dla
ktorej istnieje catka (wtasciwa lub niewtasciwa) w tym przedziale, tzn., ze

j‘ I (x)dx < oo (6.28)

Funkcja catkowalng z kwadratem w przedziale [a,b] nazywamy taka funkcje f (x) , ktdrej kwadrat
jest catkowalny w tym przedziale, mianowicie

b 2

[[f(x)] dx<eo (6.29)

Definicja

Funkcja ciggta w przedziale domknietym jest catkowalna z kwadratem w tym przedziale. Funkcja
catkowalna i ograniczona tez jest catkowalna z kwadratem.

1
Jezeli funkcja jest catkowalna, ale nieograniczona (np. f(x) = T w przedziale [0, 1] ), to moze nie
X

by¢ catkowalna z kwadratem. Natomiast funkcja catkowalna z kwadratem w przedziale jest w nim
catkowalna.

Dla funkcji catkowalnych z kwadratem w przedziale [a, b] zachodzi nieréwnos¢ Schwarza:

o] s

Wynikajgca z nastepujgcej nieréwnosci:

2

b b b
fH+Ag)dx=| fldx+2A| fedx+A*| g°dx =0 (6.31)
(F+Ag) dv=]

QD —

Prawdziwej dla kazdej rzeczywistej wartosci parametru A . Nieréwnosé (6.30) jest réwnowazna
stwierdzeniu, ze wyrdznik tréjmianu kwadratowego wzgledem A , wystepujacego w nieréwnosci
(6.31) jest niedodatni.

W dalszym ciggu bedziemy formutowac niektdre definicje i twierdzenia dla funkcji catkowalnych z
kwadratem.

6.3 Szereg Fouriera.

Definicja



Szeregiem Fouriera rzeczywistej funkcji f(x) catkowalnej z kwadratem w przedziale [—l, l]

nazywamy szereg trygonometryczny o postaci (6.12), ktérego wspétczynniki sg wspdtczynnikami
Eulera-Fouriera.

To, ze szereg (6.12) jest szeregiem Fouriera funkcji f (x) , zapisujemy ktadgc miedzy symbolem

funkcji a zapisem szeregu znak ,, LI”, mianowicie:
a - . [ nitx nirx
f(x) DEO"'Z% sin (TJ +b, cos (Tj (6.32)
n=l1

Znak ,,odpowiedniosci” miedzy funkcja a jej szeregiem Fouriera nie mozna zastgpi¢ w ogélnym
przypadku znakiem réwnosci, gdyz szereg Fouriera danej funkcji moze by¢ w poszczegdlnych

punktach w przedziale [—l, l] rozbiezny, a jezeli jest zbiezny wszedzie, to jego suma i tak moze w

pewnych punktach nie by¢ identyczna z wartoscig funkcji f (x) .
Definicja
Jezeli szereg funkcji f (x) ma sume w kazdym punkcie przedziatu [—l, l] rowng wartosci funkcji

rozwijanej f (x) to moéwimy, ze funkcja f (x)jest W przedziale [—l, l] rozwijalna w szereg Fouriera.

Piszemy wtedy:
f(x) :%+Zan sin (nTﬂxjHon cos(nTij (6.33)
n=l1

Dowodezi sig, ze na to, by funkcja f (x) byta w przedziale [—l, l] rozwijalna w szereg Fouriera

wystarcza, by spetniata w tym przedziale warunki zwane warunkami Dirichleta.

Moéwimy, ze funkcja f(x) spetnia w przedziale [a,b] warunki Dirichleta, jezeli:

1) Przedziat [a,b] mozna podzieli¢ na skoriczona ilo$¢ przedziatdw otwartych, w ktérych f (x)
jest monotoniczna,

2) W kazdym punkcie przedziatu [a,b] zachodzi nastepujgca rownosé
1
f(x)=5|:f(x—0)+f(x+0)] (6.34)
3) W punktach brzegowych przedziatu [a,b] zachodzi rownos¢

f(a)=%[f(a+0)+f[b—0]] (6.35)

Pierwszy z warunkow Dirichleta ilustruje rys. 6.2a, drugi rys. 6.2b, a trzeci rys. 6.2c.



o= — 0w — 0 O

a b X X,

Rys. 6.2 Zobrazowanie warunkéw Dirichleta.

Warunek drugi méwi o tym, ze w kazdym punkcie przedziatu [a, b] funkcja ma granice jednostronne
oraz jej wartos$¢ jest rowna Sredniej arytmetycznej tych granic.
Funkcje f (x) , ktéra w kazdym punkcie ma jednostronne skorficzone granice oraz jednostronne

skoriczone granice swojej pochodnej, nazywamy funkcjami przedziatami regularna.

Ma ona wtedy najwyzej nieciggtosci zwane nieciggtosciami pierwszego rodzaju i zachodzi dla niej
nastepujgca rownosé:

f(x—0)+f(x+0) :a_20+ian sin(nTﬂxj+bn cos(nTﬂxj (6.36)

2

Twierdzenie

Mozna dowies¢, ze funkcja ciggta i regularna w przedziale jest rozwijalna w szereg Fouriera
bezwzglednie i szereg jest jednostajnie zbiezny.

Szereg Fouriera danej funkcji mozna zapisa¢ w postaci zespolonej (6.24). Odnoszg sie do niego
wszystkie przedstawione powyzej rozwazania.

6.3.1 Szereg Fouriera funkgcji nieparzystej lub parzystej.
Twierdzenie

Jezeli f(x) jest w przedziale [—l, l] funkcjg nieparzysta, tzn. jezeli f(—x) = —f(x) w tym

przedziale, to jej szereg Fouriera redukuje sie do szeregu zbudowanego z samych sinusow,
mianowicie:

f(x) Dibﬂ sin (nTlij (6.37)
Dowdd

Jest tak dlatego, ze wspétczynniki a, (n=0,1,2....) oblicza sie catkujac funkcje nieparzyste w przedziale
symetrycznym wzgledem poczatku uktadu wspdtrzednych. Wspétczynniki b, (n=1,2,....) mozna

wtedy obliczy¢ wzorem:



]
b, :%J.f(x) sin(nTﬂxjdx (6.38)

Wynikajgcym ze wzoréw (6.23), gdyz wystepujgce w nich funkcje podcatkowe sg parzyste (iloczyn
funkcji nieparzystej i parzystej jest funkcjg nieparzysta, zas iloczyn dwu funkcji nieparzystych lub dwu
funkcji parzystych jest funkcjg parzysta).

Twierdzenie

Jezeli f (x) jest w przedziale [—l, l] parzysta, to analogicznie do (6.37) i (6.38) otrzymamy:

f(x) Da—20+ian cos (nTﬂxj (6.39)
n=1
1
a, = %I f (x) cos (nTlij dx (n =0,1,2,....... ) (6.40)
0

6.3.2 Szereg Fouriera wedtug samych sinuséw lub samych cosinuséw.
Twierdzenie

Niech funkcja f (x) okreslona w przedziale (O,l) spetnia w nim pierwszy i drugi warunek Dirichleta.

Wykazemy, ze wtedy w tym przedziale mozna jg przedstawic za pomocg jej szeregu Fouriera,
zbudowanego wytacznie z samych cosinuséw lub samych sinusdw, w sposdb nastepujacy:

f(x) :%"'Zan cos(nTﬂxj =>'b, sin(nTﬂxj (x0(0.1)) (6.41)
gdzie a, i b, oblicza sie wzorami (6.40) i (6.38).
Dowad

Jezeli chcemy przedstawi¢ f (x) za pomocg samych cosinuséw, to przedtuzamy f (x) na przedziat

[—l, l] tworzac pomocnicza funkcje ¢(x) okreslong réwnosciami:

f(1-0) diax=-I

f(=x) dla-1<x<0

¢(x)=4f(0+0) dlax=0 (6.42)
f(x) dla0<x<l

fU-0) dlax=1

Tak okreslona funkcja ¢(x) spetnia w [—l, l] wszystkie warunki Dirichleta, wiec jest rozwijalna w

szereg Fouriera i jest parzysta, zatem stosujg sie do rozwazania dotyczgce funkcji parzystych powyze;j.

Jezeli teraz ograniczymy sie do przedziatu (0, l) , W ktorym funkcje f (x) i ¢(x) sg identyczne to

otrzymamy teze dowodzonego twierdzenia.



Analogicznie, gdy funkcje f (x) przedstawi¢ za pomocg samych sinuséw, budujemy funkcje

pomocnicza:

0 dlax=-I
-f(=x) dla-1<x<0
¢(x) = 0 dlax=0 (6.43)
f(x) dla0<x<l
0 dlax=1

Dalszy tok rozumowania jest identyczny jak w przypadku poprzednim. Bedziemy moéwi¢, ze funkcja
¢(x) okreslona wzorami (6.42) jest parzystym przedtuzeniem f (x) za$ okreslona wzorami (6.43)

nieparzystym jej przedtuzeniem.
Przyktad obliczeniowy
Tres¢ zadania 1

Rozwing¢ wg samych sinuséw funkcje
f(x)=x(1-x)
Okreslong w przedziale (0, l) .

Rozwigzanie

Jak wiadomo, funkcje te mozna przedstawi¢ w postaci
c . [ nmtx
f(x)=Xs, s1n(7j (x0(0.1))
n=l1
Gdzie wspdtczynniki bn oblicza sie wzorami Eulera-Fouriera:
2 . (1T
b, :7jf(x)sm(%jdx (n=12....)

Mamy wiec:

1
b, =%!x(l—x)sin(n—]lujdx =% —Lx(l—x)cos(n—;mj

nitr

l

l
+i (1—2x)cos (n—ﬂxjdx
o Ty /

Pierwszy wyraz w nawiasie kwadratowym jest zerem dla dolnej i gérnej granicy catkowania, stad

! I
+2—l sin (nTIij dx

o Ty

1
b :ij(l—zx)cos("—mjdx:l L(l_zx)sm(”_”xJ
niry, ) nit| nit [

Pierwszy wyraz w nawiasie kwadratowym jest zerem dla dolnej i gérnej granicy, wiec



nm)’ nm)’ o (nm)
Stad
e
gdy n=1,3,5,...,2k+1,..
b, =0

gdy n=2,4,6,...,2k,..

Rozwigzaniem zadania jest:

Tresc¢ zadania 2

Rozwing¢ wg samych sinuséw funkcje przedstawiong na rys. 6.3 w przedziale [0, l] .

g(x)h

> l

\\\\(é,h)

o
0 T I X
2

Rys. 6.3 przebieg funkcji f (x)

Rozwigzanie

Funkcja ta jest w nastepujacy sposéb zadana analitycznie:



Oznaczajac

£()=3p,sin] 27

n=1

Obliczamy wspétczynnik b, za pomoca wzoru

Mamy wiec:

l !
—l(Zh __2hxj cos (_nﬂxj —2—h cos (_nﬂxj dx
nit [ [ )|t nmy [
2 2

Wyrazenia, w ktorych podstawiamy granice dajg wartosc¢ zero, wiec:

b, = (:;)2 , gdyn=15,..... 4k +1,
b, = _(:72)2 , gdyn=3/7,..,4k+3,...

b, =0, gdyn=2,4,6,..2k,..

Rozwigzaniem zadania jest wiec:




() =iz—h[sin(%j —3—12sin(3—’l”j +5i2sin(5—’l”j —7—12sin (7—7‘j o } dia x01[0,1]

7. Funkcje zespolone zmiennej zespolone;.

Nich bedzie dany zbiér elementéw z, bedgcych liczbami zespolonymi. Jezeli kazdemu elementowi
tego zbioru przyporzadkowana jest liczba zespolona Z, to méwimy, ze w zbiorze D zostata okreslona

funkcja zespolona zmiennej zespolonej. Oznaczymy ja np. symbolem f, piszgc Z=f(z) (z 1l D) .

Zbiér D nazywamy dziedzing funkcji f, zas zbiér D’ — ztozony z elementéw, bedacych wartosciami
funkcji f, przeciwdziedzing tej funkcji.

Jezeli z=x+jy, zas Z=X+jY, to wtedy

X +jY=f(x+jy) (6.44)

Zalezno$c¢ te mozna zapisa¢ w postaci uktadu dwu funkcji rzeczywistych dwu zmiennych
rzeczywistych:

X=X (x, y) Y= Y(x, y) (6.45)

Od uktadu funkcji (6.45) mozna przejs¢ do funkcji zmiennej zespolonej Z=f(z). W tym celu w
zaleznosci

/=X (x, y) + jY(x, y) (6.46)

1 _ . 1 _
Woystarczy na miejsce x wstawié¢ re z = E(z + z) za$ na miejscey im z = 2—(2 - z) €O zapisujemy
J

Z = I:X (x, y) +Y(x, y)] (6.47)

x=%(z+f),y=%(z—z)

Wobec tego kazda funkcja zespolona (6.44) zmiennej zespolonej jest rownowazna pewnemu
uktadowi (6.45) dwu funkcji rzeczywistych dwu zmiennych rzeczywistych.

Dla przyktadu niech Z = z* . Jest wtedy
X+jY:(X+j)’)2 =(x2 —y2)+j2xy
Wobec czego
X=x-y> Y=2xy
Jezeli zbiér D jest linig
z=2z(1)
To wtedy funkcja zespolona zmiennej zespolone;j staje sie funkcjg zespolong zmiennej rzeczywistej

Z= Al:z(t)]



7.1 Pochodna funkcji zmiennej zespolone;j.

Niech bedzie dana funkcja zespolona zmiennej zespolonej w otoczeniu z, . Przyrostem funkcji f (z)

nazwiemy réznice miedzy jej wartoscig w punkcie z, a wartoscig w punkcie z; i oznaczymy symbolem

dj
8221 (2)= £ (=)
Przyrost ten odpowiada przyrostowi argumentu
Nz=z-z
Przyjecie nastepujgcych oznaczen:
Ax=x-x, Ay=y-y
Dz =(x=x,)+j(y=y,)=Lx+ jAy
AZ = [X (x, y) -X (xo, yo)] +j[Y(x, y) —Y(xo, yo)] =AX + jAY
Pozwala iloraz réznicowy, czyli stosunek przyrostu funkcji do przyrostu zmiennej niezaleznej, wyrazic¢

za pomocg przyrostow funkcji rzeczywistych

AZ  AX + jAY
—_— = (6.48)
Az Ax+ jAy
Definicja
Pochodng funkcji Z = f(z) w punkcie z, nazywamy granice ilorazu réznicowego (6.48) tej funkcji
w punkcie z; :
daf N7 zZ)—J\z
ﬂmwm—ﬂmﬂlﬁﬁ

Az -z, AZ Az -z, Z_ZO

Postugujac sie definicjg funkcji piszemy

fz)-1(a)

z=z,

fz)<e gdy |z=z|<n(e)
Analogicznie jak w dziedzinie rzeczywistej dowodzi sie, ze funkcja majgca pochodna w punkcie z; ,
czyli rézniczkowalna w tym punkcie jest w tym punkcie ciagta.

Zatézmy, ze pochodna funkcji Z = f(z) w punkcie z istnieje, tzn.

f'(Z):gﬁl})f(“AAzz_f(Z) (6.50)

| obliczmy jg wybierajgc konkretne sposoby dgzenia Az do zera.

W pierwszym przypadku ustalamy droge poziomg, tzn. dopuszczamy tylko takie punkty sgsiednie
wzgledem z, , ktére dadza sie zapisa¢ w postaci z, + Ax , czyli Az = Ax . Wtedy



Z istnienia granicy zespolonej, jak wiemy, wynika istnienie granic czesci rzeczywistej i czesci urojone;j.
Oznaczajac:

_ 0X (x, ) y = oY (x.y)

X
* O0x * 0x

Pochodne czgstkowe rzeczywistych funkcji dwu zmiennych, otrzymamy
f(z)=X.+JY, (6.51)

W drugim przypadku ustalamy droge pionowa tzn. dopuszczamy tylko takie punkty sgsiednie
wzgledem z, ktére dadza sie zapisa¢ w postaci z, + jAy czyli Az = jAy . Mamy wtedy

4
f'(z)=limM:1im£— im DX
Ax -0 Ay Ax -0 Ay Ax -0 Ay
Oznaczajac
0X (x, oY (x,
v =X (xy) | _0Y(xy)
’ 0y ’ 0y
Otrzymujemy pochodna:

f'(z)=Y,-jX, (6.52)
Lewe strony rownosci (6.51) i (6.52) istniejg z zatozenia i sg sobie rowne, wobec czego warunek
konieczny istnienia pochodnej f'(z) otrzymamy w postaci:
X, +jY, =Y, - jX,
Twierdzenie

Warunkiem koniecznym istnienia pochodnej funkcji zespolonej Z = f(z) =X +jY zmiennej

zespolonej z = x+ jy jest spetnienie przez cze$¢ rzeczywistg X (x, y) i czes$¢ urojong Y(x, y) tej

funkcji uktadu réwnan rézniczkowych:

Réwnania te nazywamy rownaniami Cauchy’ego — Riemanna, lub krétko C-R. Warunek ten nie jest
dostateczny dla istnienia pochodnej. Mozna jednak udowodnié nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie



Gdy funkcja f (z) jest ciggta to warunki C-R sg warunkami wystarczajgcymi istnienia pochodnej
f(z) -
Definicja

Funkcje, majaca pochodng w otoczeniu danego punktu, nazywamy funkcjg holomorficzng w tym
punkcie; jezeli zas jest ona holomorficzna w kazdym punkcie obszaru, to nazywamy ja funkcja
holomorficzng w obszarze.

Niech bedzie funkcja
f(z)=X+jY=z2 =(x2—y2)+j2xy
W kazdym punkcie ptaszczyzny jest ona ciggta, bo funkcje rzeczywiste
X=x*-y*, Y=2xy
Sg wszedzie ciggte. Jednoczesnie stwierdzamy, ze spetnione sg wszedzie réwnania C-R, tj.:
X, =Y, =2x, X =-Y =-2y

Wobec czego funkcja Z = z* jest holomorficzna w catej ptaszczyznie zmiennej zespolonej. Je j
pochodng obliczamy wzorem (6.50) lub (6.52):

(%) =2x+j2y=2(x+jy) =2z (6.54)

Definicja pochodnej w dziedzinie zespolonej jest formalnie taka sama jak w dziedzinie rzeczywistej,
wobec czego wzory na rézniczkowanie poznane w rachunku rézniczkowym zmiennej rzeczywistej sg
stuszne i w dziedzinie zmiennej zespolonej. Dla przyktadu:

(z”)' =nz"" (6.55)

7.2 Szeregi potegowe.

Szeregiem potegowym nazywamy szereg funkcyjny o postaci

Zan(z—zo)n=a0+al(z—zo)+ ...... +an(z—zo)"+ ..... (6.56)
n=0
Przy czym z, nazywa sig srodkiem szeregu (6.56). Szereg potegowy jest oczywiscie zbiezny w swoim
$rodku i jego suma jest wtedy réwna q, .

Przyktadem szeregdw potegowych sg szeregi Taylora i Laurenta.

7.2.1 Funkcja wyktadnicza.



Jednym ze sposobdw okreslania funkcji zmiennej zespolonej jest ich definiowanie przez analogie do
rozwiniec funkcji zmiennej rzeczywistej na szeregi potegowe. Wiemy na przyktad, ze funkcja

wyktadnicza w dziedzinie rzeczywistej e daje sie przedstawic za pomocg szeregu potegowego:

n o) n

B x X X
e =1+x+—'+....+—+..: — (6.57)

n! =on!

Wszedzie zbieznego. Funkcje wyktadniczg e* w dziedzinie zespolonej tak zdefiniujemy, by dla z=x
byta identyczna z funkcjg e” . Bedzie tak, gdy przyjmiemy
2 n 00 n

V4 V4 V4
e =l+z+ =+ +—+....:Z— (6.58)
2! n! = n!

Opierajac sie na tej zasadzie okreslimy funkcje trygonometryczne:

3 5 7

. z z V4
smz=z——+———+.... (6.59)

3t 57!

2 4 6

zZ zZ zZ
cosz=l——+——-——+..... (6.60)

21 4! 6!

Stosujac kryterium d’Alemberta stwierdzamy, ze szeregi (6.58), (6.59) i (6.60) s3 zbiezne dla kazdego
z w ptaszczyznie zmiennej zespolone;j.

Obliczmy teraz e’ . Postugujac sie definicja (6.58) mozemy zapisac:

(J2) + (J2) + (2) +..=

er =it jz 21 31 41
5 . ’ ’ s ’ s (6.61)
z°  z . z z
(1——+—+ ........ j+](z——+—+...)
2! 4! 31 5!
Okreslenia (6.59) i (6.60) pozwalaja przedstawi¢ e’ za pomocg funkcji sin z i cos z :
e’ =cosz+ jsinz (6.62)

Wzér (6.62) nazywamy wzorem Eulera. Jego szczegdlnym i czesto uzywanym przypadkioem jest wzor,
w ktérym zmienna zespolona z przybiera wartosci rzeczywiste x. Jest wtedy

e’ =cosx+ jsinx (6.63)
Z czego wynika, ze
ree”™ =cosx, ime”™ =sinx
Jest takze

‘ej" =1, Arge” =x+2mk

Wprowadz my postacé wyktadniczg liczby zespolonej. Mianowicie, gdy



z= r(cos @+ jsin ¢) (6.64)
Jest postacig trygonometryczng liczby, to
z=re” (6.65)

Jest jej postacig wyktadnicza.



