Wyktad V

Podstawowe informacje o tensorach

5.1 Kontrawariantne i kowariantne wspétrzedne wektora

5.1.1 Wspotrzedne krzywoliniowe, baza.

Niech w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej, oznaczanej w dalszym ciggu przez R, bedzie dany

prostokatny uktad wspétrzednych kartezjanskich xl, x2, X o poczatku w punkcie 0 rys. 5.1.
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Rys. 5.1 Krzywoliniowy uktad wspoétrzednych

Wektor wodzgcy punktu M (xl,x2,x3) bedziemy oznaczaé przez R = OM . Jego wsétrzednymi

beda wspdtrzedne punktu M. Niech wektor R bedzie wektorowa funkcja trzech zmiennych u', u”, u’
tzn. niech bedzie

R=R(u1,u2,u3) (5.1)
Co jest rwnowazne zapisowi skalarowemu

X =xi(u1,u2,u3) (i=1,2,3) (5.2)



Wiemy z geometrii, ze gtadka linia w przestrzeni tréjwymiarowej, odniesionej do ortokartezjanskiego

uktadu wspétrzednych x', x*, x> moze by¢ zadana uktadem trzech réwnan:
X = (t), X=Xt (t),x3 =x3(t) (5.3)

Okreslajacych zaleznosé punktu biezgcego od parametru t. Parametr t jest wtedy zmienny
monotoniczne w pewnym przedziale, gdy odpowiadajgcy mu punkt porusza sie wzdtuz linii, funkcje
(5.3) ciggtymi i rézniczkowalnymi funkcjami parametru, za$ pochodne funkgcji (5.3) nie znikaja
jednoczes$nie w zadnym punkcie. Zajmiemy sie teraz interpretacjg wektorowa uktadu réwnan (5.3) i
powyzszych warunkéw na niego naktadanych. Wektor, ktérego poczatek znajduje sie w punkcie 0 za$

koniec w dowolnym punkcie M = (xl,xz,x3) bedziemy nazywaé promieniem wodzacym punktu M i

oznaczac

—

r=0M :(xl,xz,f) (5.4)
Lub

r=0M = x'i+2j+xk (5.5)

Jezeli zatozymy, ze wspotrzedne konca wektora r sg funkcjami (5.3) parametru t, to zapisy (5.4) i (5.5)
wektora r przybiorg postac funkcji wektorowej argument skalarowego

r(t) =x' (t)i +x’ (t)j +x° (t)k = [xl (t) ,x° (t) X (t)] (5.6)

Gdy t zmienia sie , to koniec wektora OM =r zakre$la linie zwang hodografem wektora.

Wiadomo z geometrii, ze pochodna wektora wodzgcego wzgledem parametru jest wektorem
stycznym do hodografu i majacym zwrot zgodny ze wzrostem parametru. Wobec tego zaktadajac
ciggta rézniczkowalnos¢ pola wektorowego R, tzn., ze pole wektorowe R jest klasy C, i oznaczajac

R :% (i=1,2,3) (5.7)

Otrzymamy w kazdym punkcie przestrzeni tréjke wektoréw (5.7) takich, ze R jest styczne do linii,

wzdtuz ktérej state sa wspétrzedne z wyjatkiem u' . np.:

IR M M M
R = u ut oW’
1

ou'

(5.8)

Bedzie wektorem stycznym w M do hodografu

M M
R, (5.9)



M M

Gdzie ) i ; oznaczaja wartosci parametréw u” i u® punktu M, za$ u' jest parametrem
u u
. . . . 7 7 M
zmiennym, przybierajgcym w punkcie M wartos$¢
u

Zatézmy, ze zwiazki (5.2) s3 w pewnym obszarze odwracalne. Wtedy w tym obszarze u', u*, u’ beda
wspotrzednymi krzywoliniowymi punktu M, linie o statych dwu wspétrzednych — liniami
wspotrzednymi, powierzchnie o statej jednej wspétrzednej — powierzchniami wspoétrzednymi, zas trzy
wektory (5.7) jako niekomplanarne utworzg baze, ktérg oznaczymy symbolem:

{R,R,R} (5.10)
1 2 3

Niekomplanarnosc wektorow wynika z zatozenie odwracalnosci uktadu (5.2). Baza (5.10) zalezy
oczywiscie od punktu M i jest na ogét inna w kazdym punkcie.

5.1.2 Kontrawariantne wspétrzedne wektora.

Niech w rozpatrywanym obszarze bedzie zadane pole wektorowe a(M) bedgce funkcjg punktu M. W
kazdym punkcie mozna to przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej (jednoznacznej) wektoréw bazy

3
a=a'R+a’R+a’R=) da'R (5.11)
1 2 3 P i

W dalszym ciggu skorzystamy z konwenc;ji Einsteina, ktéra mowi, ze gdy wskaznik sumacyjny
wystepuje dwukrotnie — raz w gérze i raz w dole — mozna opuscic¢ znak sumy, np. sume iloczynéw

3

a'b +a’b, +a’b, = z a'b,

Zapisujemy

Wobec tego (5.11) mozna zapisaé krétko

a=dR (5.12)

Wspdtrzednymi rozktadu a' (i =12, 3) bedziemy nazywac kontrawariantowymi wspétrzednymi

wektora a w bazie (5.10). Sam wektor a w uktadzie wspoétrzednych (5.2) bedziemy tez zapisywac jego
wspotrzednymi krzywoliniowymi w okragtych nawiasach:

a=(al,a2,a3) (5.13)
5.1.3 Transformacja uktadu wspotrzednych.

Wprowadzimy teraz w rozpatrywanym obszarze nowy krzywoliniowy uktad wspoétrzednych

1 2' ! . .
u ,u ,u3 zadany zwigzkami

' =u () (=123 (5.14)



Gdzie jakobian przeksztatcenia (5.14) :

_a(ul',uz',us') B ou’
A= a(ul,u2,u3) —det|: :|¢0 (5.15)

w kazdym punkcie rozpatrywanego obszaru.

Dla uproszczenia zapisu wprowadzimy oznaczenie

_ou’

™ (i'=1,2.3"i=1,2,3) (5.16)

A

Ze znanej wtasnosci transformacji odwrotnej jest rowny odwrotnosci jakobianu transformacji danej,
tzn. ze:

. ou'
P=— (i=1,2,3,i'=1,2'3' 5.17
A= ) (5:17)

Wynika, ze jakobian transformacji odwrotnej jest rowny odwrotnosci jakobianu transformacji danej,
tzn. ze:
det[ Al |=n" (5.18)

oraz ze

A A =5 (5.19)
Gdzie symbol 5'] oznacza symbol Kroneckera przybierajgcy wartos¢ 0 gdy wskazniki sg réwne od
siebie, za$ wartosc¢ 1, gdy wskazniki sg identyczne. Oczywiscie analogicznie

AA =0 (5.20)
5.1.4 Transformacja wektorow bazy.

Rownos¢ (5.1) zapiszemy teraz w postaci nastepujacej:

—_ 1 1 2 2' 1 2 ! 1 2 —_
R—R[u (u U ,u3),u (u U ,u3),u3 (u U ,u3)}—

o o R (5.21)
= R[u1 (u1 utu’ ),u2 (ul ut o’ ),u3 (u1 ot )]
W nowym ukfadzie mamy nowgq baze, ktérej wektorami sa:
OR .
R=— (i'=1,2.3) (5.22)
i Ou
A réwnosé (5.12) przybierze postac:
a=a R (5.23)

Zauwazmy, ze ze wzordw (5.7), (5.16), (5.22) i (5.21) otrzymamy nastepujgca regute przeksztatcenia
wektoréw bazy



R=AR (5.24)

Mnozac rownos¢ (5.24) po rozpisaniu przez A; , @ wiec pierwszg przez A}' , drugg przez AJZ.',
trzecig przez Aj3.' , sumujac po i'=1’,2’,3’ oraz korzystajgc z (5.19) otrzymamy trzy zwigzki odwrotne,

w ktérych dla jednolitosci zapisu wskaznik j zastepujemy przez i
R=A'R (5.25)

Zwiazki (5.25) mozna byto réwniez uzyskaé tak, jak (5.22) rézniczkujac (5.21) wzgledem du’ .
Wystawiajac sie precyzyjniej powiemy, ze 111,12{,13{ nie sy wektorami lecz funkcjami wektorowymi,

zaleznymi nie tylko od punktu, w ktérym sg brane, lecz takze od koordynacji przestrzeni (przez
koordynacje rozumiemy przyjety uktad wspétrzednych krzywoliniowych).

R=R(M.U) (5.26)

Gdzie symbolem U oznaczony zostat uktad wspotrzednych.
5.1.5 Transformacja wspoétrzednych kowariantnych wektora a.

Poszukajmy teraz reguty przeksztatcenia wspoétrzednych kontrawariantnych wektora a. W tym celu
taczac réwnosci (5.12) i (5.23) i korzystajgc ze wzoru (5.25) otrzymamy:

ai' Ille =ai14ii' 15
Z jednoznacznosci rozktadu wektora w bazie wynika, ze
a'=Ad (i'=1,2.3) (5.27)
Gdybysmy zamiast zwigzkdw (5.25) uwzglednili w (5.12) i (5.23) zaleznos¢ (5.25) otrzymaliby$my:
a=Ad (i=12,3) (5.28)
5.1.6 Baza wzajemna.

Wréémy do réwnosci (5.12) i zajmijmy sie obliczaniem @', uwazajac za dane wektor a i baze
wektoréow R . Wiadomo, ze w ortokartezjariskim uktadzie wspéfrzednych baze tworza wektory

ortonormalne i, j,k zwane wersorami ukfadu i ze z réwnosci
a=aitajtak
Wynika np.
a =a-°i

W bazie przez nas rozpatrywanej tak na ogoét nie jest, gdyz nie tworzg jej w ogdlnosci wektory
ortonormalne. Mozna wprowadzi¢ baze wzajemng

[111,121,131} (5.29)



Wzgledem bazy (5.10) uzalezniong od bazy (5.10) w nastepujacy sposéb:

J .

RR=0' (i,j=123) (5.30)
Baz wzajemna jest na ogét ortonormalna. Na to by byta ortonormalna trzeba i wystarczy by baza
(5.10) byta ortonormalna.
5.1.7 Kowariantne wspotrzedne wektora.

W bazie wzajemnej mozna dokonac¢ rozktadu analogicznego do rozktadu (5.12), a mianowicie:

a=aR (5.31)

1

Wspétczynniki a; rozktadu (5.31) wektora a w bazie wzajemnej (5.29) noszg nazwe kowariantnych

wspotrzednych wektora.

taczac zaleznosci (5.12), (5.30), (5.31) otrzymamy

a=a*R d =a*R (5.32)

! i
5.1.8 Transformacja wektorow bazy wzajemnej.

W nowym uktfadzie (primowanym) istnieje oczywiscie takze baza wzajemna wzgledem bazy (5.22):
1 2 3
R,R,R (5.33)
Okreslona zaleznoscig definicyjna:
ReR=0/ (i\j'=1,2.3) (5.34)

Aby znalez¢ regute przeksztatcenia wektoréw bazy (5.29), wystarczy do definicji (5.34) wstawié¢ wzér
(5.24):

J' . "
ReRA =]
Co dzieki zaleznosci (5.19) daje:
J' .,
R-R = A/
Po zmianie wskaznika j’ na i’ otrzymujemy szukana regute:
R=A"R (5.35)

Odwrdcenie powyzszej reguty mozna otrzymac przez pomnozenie zaleznosci (5.35) stronami przez

A;. , przesumowanie wzgledem i’ oraz zastosowanie zaleznosci (5.20). Mamy wtedy po zmianie

wskaznika j na i:



R=AR (5.36)
5.1.8 Transformacja wspoétrzednych kowariantnych wektora.

Zapiszmy wektor a w bazach wzajemnych w obu uktadach wspétrzednych. Jest wtedy dzieki (5.31)

a4 R=aR
Wstawienie do powyzszej rownosci prawej strony zaleznosci (5.35) prowadzi nastepujgcej reguty:
a, = Aa, (5.37)
| analogicznie, gdy skorzystamy z zaleznosci (5.36)
a =Aa, (5.38)
5.1.9 Gra wskaznikéw wspoétrzednych wektora.

Zajmiemy sie teraz poszukiwaniem zwigzkéw miedzy dwoma rodzajami wspétrzednych wektora. W
tym celu utworzymy wszystkie mozliwe iloczyny skalarowe wektoréw obu baz i wprowadzimy
oznaczenia:

df jdf J df

ReR=g; =g, R'R=g/, ReR=g’=g" (5.39)
Nim zbadamy wtasnosci otrzymanych twordw zapiszmy wektor a obu bazach:

aR=qR

J
| pomndzmy skalarowo ten zwiazek raz przez wektor R , a drugi raz przez R . Definicje (5.39) i
J
zmiana litery j na i prowadza do dwu nowych zwigzkow:
i i

a=g'a;, a= gi].aj (5.40)

1

Pierwszy z wzoréw (5.40) mowi o tym, jak mozna podwyzszy¢ wskaznik, drugi — jak go obnizy¢.
Operacje te obejmowane sg wspdlng nazwg gry wskaznikow.

Wstawianie prawej strony drugiej z réwnosci (5.40) do pierwszej z nich:
a =gijgjk =511<-ak
Daje zwigzek
8’8, =9 (5.41)
Zas$ z definicji (5.30) bazy wzajemnej wynika, ze
gl =0 (5.42)

5.1.10 Gra wskaznikow obu baz.



Z potaczenia wzordw (5.31) ze zwigzkami (5.40) wynika:
. J

a,=a*R=g a" =ga°R

a' =asR=g’a, =g’a*R

J

Korzystajgc z dowolnosci wektora a otrzymamy

R =g, R, R= g'R (5.43)

5.2 Obiekty geometryczne.

5.2.1 Skalar.

Niech w euklidesowej przestrzeni R, dany bedzie zbidr, ktérego elementami sg takie krzywoliniowe

uktady wspdtrzednych, ze zbidr przeksztatcen przeprowadzajgcych jeden uktad w drugi tworzy grupe.
Te uktady wspoétrzednych bedziemy nazywali uktadami dopuszczalnymi. Znaczy to, ze ztozenie dwu
przeksztatcen nalezy do zbioru oraz, ze w zbiorze tym istniej przeksztatcenie tozsamosciowe. Wynika
stad, ze do kazdego przeksztatcenia nalezgcego do zbioru istniej przeksztatcenie odwrotne tez do
tego zbioru nalezace. Jezeli oznaczymy:

u' =u' (ul,uz,u3) (i' = 1',2',3') (5.44)
. ou' . ou'
Al :W’ Al :W (5.45)
To
AN =5, AA=0 (5.46)
A ponadto
A=det[ A" ]#0, det| Al ]=n" (5.47)

Oznaczmy przez M ustalony punkt przestrzeni R, o krzywoliniowych wspétrzednych u' ut itd. W

odpowiednich uktadach wspétrzednych.

Definicja.

M,
Jezeliw punkcie M LR, w kazdym uktadzie wspotrzednych zadana jest liczba ¢( 'j i jezeli przy
u

przejsciu od jednego uktadu do drugiego zachodzi

M M
'¢(ui.] = ¢(u,. ] (5.48)



Lub krétko '¢ = ¢ to ¢ nazywamy skalarem lub niezmiennikiem bezwzglednym w punkcie
M.

5.2.2 Tensor.
Definicja.

Tensorem kontrawariantnym, mieszanym lub kowariantnym drugiego rzedu nazywamy cigg
lub tabele 3* liczb, transformujacych sie przy przejsciu od jednego dopuszczalnego uktadu
wspotrzednych do innego dopuszczalnego uktadu wspotrzednych zgodnie z reguta
przeksztatcenia:

a’ =A’ad", a,=A/d (5.49)

Lub

a..=A” a (5.50)

i'j i
Same liczby a’, a;., a; nazywamy odpowiednio wspotrzednymi kontrawarintowego, mieszanego,
kowariantnego tensora drugiego rzedu.

Symbole wspoétrzednych zostaty tak zmodyfikowane, by wystgpita kolejnos¢ pozycji wskaznikow,
niezaleznie od tego czy wskaznik jest na pozycji kontrawariantnej, czy kowariantnej.

Analogicznie okreslamy ciag 37" liczb jako tensor p-krotnie kontrawariantny i g-krotnie
kowariantny, jezeli podlega on regule przeksztatcenia:

[T R AN S AT A i iy oy ered
le [— ll'pA{}JZ Jp le P (551)

jl’jZ"""jp '1vizv~~~--l,; T'10d 2 j'p JisJosedp
Pare liczb (p, q) nazywamy walencjg tensora, za$ liczbe p+q rzedem tensora.

5.2.3 Dziatania na tensorach.

Ponizej zdefiniujemy dziatania na tensorach. Nie kazde oczywiscie dowolnie pomyslane dziatanie
bedzie sensowne. Za kryterium sensownosci przyjmiemy jego geometrycznos¢, tzn. niezaleznos¢ od
uktadu wspodtrzednych. W kazdym dopuszczalnym uktadzie wspotrzednych dziatanie na tych
tensorach musi da¢ ten sam rezultat (zasada obiektywizmu w mechanice).

5.3.2.3.1 Dodawanie tensorow.

Niech w punkcie M dane beda dwa tensory, o tej samej walencji, np. a"'j‘.‘k, b’jk . Ich sumg nazywamy
tensor cA"j‘.‘k o tej samej walencji, ktérego wspdtrzedne wiazg sie ze wspotrzednymi tensoréw ai b
zaleznoscig:

i = i + bl (5.52)

Sensownosc takiej definicji wykazemy dowodzac, ze c_"]'.'k jest istotnie tensorem o walencji

(1,2). Jest mianowicie:



i . i ik i Pkgi. — Ai'jk [ Q. i\ — Ai'jk i
Cjr =y +b.j'k' =Appa t Aij'k'b.jk = Ay (a.jk +b.jk) = Ay
Dodawanie jest przemienne i faczne. Zauwazmy, ze dodawanie w ten sposdb tensorow nawet tego

samego rzedu, ale rdznej walencji na ogot nie jest sensowne.

Dodawanie tensorow moze mie¢ sens w mechanice i fizyce w odniesieniu do tego samego rodzaju
tensoréw np. tensordow naprezenia, odksztatcenia, sprezystosci itp..

5.3.2.3.2 Mnozenie tensorow.

lloczynem dwu tensoréw dowolnych walencji nazywamy tensor o walencji réwnej sumie walencji
czynnikow, a ktorego wspétrzedne wigza sie ze wspdtrzednymi czynnikéw nastepujaco:

i.m — _i.p.m
¢ = a by (5.53)
Dowdd sensownosci takiej definicji polega na wykazaniu, ze iloczyn tensordw jest tensorem.
Rzeczywiscie:
i'.m' _—_ i'AbAm' —_ Ai'j i Aklm' b“m _Ai'iklm' iib.im _Ai'iklm' i..m
Cipr. —Q;0pp =\ Ay A ermPu. | 4 a0 )= AjermC .

J ijk'l'm

Zwro¢my uwage na to, ze kazdy wskaznik ma kolejny numer np. i na pierwszej pozycji, j na
drugiej itd.. Jest to dlatego istotne, ze iloczyn zalezy od ich uporzgdkowania. Dla przyktadu
rozpatrzmy tensor kontrawariantny (zwany diadg) powstaty z pomnozenia przez siebie dwu
kontrawariantnych wektoréw (tzn. tensoréw o walencji (1,0)). Niech bedzie

¢’ =a'b’

Gdy kolejnosé wskaznikéw nie odgrywa roli, to zmieniajgc po prawej stronie wskaznikinaj i
odwrotnie otrzymaliby$my identyczny a poprzednim tensor

d’ =b'a’

Btednos¢ rozumowania mozna wykazaé budujgc macierz ze wspdtrzednych kazdego z tych iloczyndw.
Jest mianowicie:

ab'  a'b* d'b’ ab'  a’b'  a’b'

j — 27.1 21.2 2 j — 17.2 21.2 2
ch =|a’b bt a*b|, dY =|d'b* a*b* ab
3.1 372 313 11.3 213 313

ab ab” ab ab’ ab ab

Macierze powyzej otrzymane nie sg identyczne. Z ich niesymetrycznosci wynika, ze iloczyn
tensoréw nie jest przemienny.

5.3.2.3.3 Zwezanie tensora.

Niech a' bedzie kontrawariantnym tensorem pierwszego rzedu zas, b, kowariantnym
tensorem tez rzedu pierwszego. Wtedy aibj jako iloczyn tych tensoréow, bedzie mieszanym
tensorem drugiego rzedu. Sposréd 9 iloczynéw aibj wybierzmy te trzy , ktre maja identyczne
wskazniki przy obu czynnikach, a wiec a'b,,a’b,,a’b, , a nastgpnie dodajmy je do siebie.

Otrzymamy



¢ =a'b +a’b, +a’b, =a'b, (5.54)
Wykazemy, ze ¢ jest skalarem. Istotnie tak jest, gdyz reguty przeksztatcenia dla tensoréw
d' =Ad, b,=Alb
Pociggajg za soba
'‘$=a'b.=AdAlb,=A’ab,=Alab, =3 d'b, =d'b=¢
To znaczy regute transformacji dla skalara (ktéra w obu uktadach przybiera te samg wartos¢).
5.4 Tensory w mechanice.

5.4.1 Stan naprezenia.

Stan naprezenia w dowolnym punkcie rozpatrywanej objetosci osrodka moze by¢ okreslony przez
dziewie¢ sktadowych stanu naprezenia, co wedtug zapisu wskaznikowego mozna wyrazi¢ w postaci
tensora stanu naprezenia:

0, 0, 0y
0, 0, 0Oy, (5.1)
O, 03 O

przy czym przyjmiemy znang w mechanice umowe, ze O, jest dodatnie, jezeli mamy do czynienia z

rozcigganiem, ujemne ze sciskaniem rys.4.1.

Rys. 5.2 Skiadowe stanu naprezenia na scianach elementarnego graniastostupa.

W szczegdinych przypadkach bedziemy stosowaé zapis klasyczny dla tensora naprezenia,
ktérym naprezenia normalne bedziemy wyrazac przy pomocy oznaczenia J , a naprezenia styczne przy
pomocy oznaczenia T , wedtug zasady:



0,=0,,0, =Uy’ O3 =0

X

0-12 = Txy’al3 :sz ’0-21 :Tyx’JZS :Tyz ’0-31 :sz’0-32 :sz‘

W kazdym punkcie osrodka mozemy znalez¢ trzy ptaszczyzny osrodka, na ktérych dziatajg tylko
narezenia normalne do tych ptaszczyzn, poniewaz naprezenia styczne przyjmujg na nich wartosci
zerowe. Plaszczyzny te nazywamy ptaszczyznami gtéwnymi, a dziatajace na nich naprezenia

oznaczane J,,0,,0, naprezeniami gtownymi. W celu znalezienia naprgzen gtownych rozpatrzmy
rownowage elementarnego czworoscianu pokazanego na rys.4.2, ktérego trzy $Sciany tworza

ptaszczyzny zawierajgce osie wspéirzednych, a czwarta ptaszczyzna A nachylona jest do ukfadu
wspétrzednych, a jej nachylenie okresla kierunek wersor n do niej prostopadtego.

Rys. 4.2. Naprezenia na sciance A elementarnego czworoscianu.

Oznaczmy przez ai cosinusy kierunkowe normalnej do powierzchni A. Jezeli przez p oznaczymy
wypadkowe naprezenie dziatajgce na sciane A, mozna roztozy¢ go na trzy sktadowe p; z warunkéw
rownowagi czworoscianu:

p;=0,a (5.3)

gt

Naprezenie p mozna roztozy¢ na sktadowg normalng p, i styczng do powierzchni A p,:

p,=pr;a; (5.4)



pi=p-p; . (5.5)

Na ptaszczyznie, na ktorej dziata naprezenie gtowne O, wypadkowe naprezenie p musi byé
skierowane wzdtuz normalnej 7 do tej powierzchni, poniewaz wéwczas naprezenie styczne réwna sie
zeru. Daje to zwigzki na sktadowe naprezenia p:

p;=a;0, (5.6)

po podstawieniu tych zwigzkow do rownan (5.3) utrzymujemy uktad trzech réwnan liniowych, gdzie
niewiadomymi sg kosinusy kierunkowe & :

o,a,—0a; =0. (5.7

Uktad ten bedzie miat niezerowe rozwigzanie, gdy wyznacznik utworzony ze wspdétczynnikéw
przy niewiadomych cosinusach kierunkowych kgtéw nachylenia do osi, wersora 7 réwna sie zeru:

0,-0 0, Oy
g, 0,-0 0, |=0. (5.8)
2% o, 053 — 0]

Wyznacznik ten sprowadza sie do réwnania trzeciego stopnia wzgledem poszukiwanego
naprezenia gtbwnego:

o -10°+Lo+1,=0, (5.9)

gdzie wspdtczynniki I, , I, , I, sg niezmiennikami tensora naprezenia, gdyz nie zalezg od obrotu

uktadu odniesienia i réwnajg sie:

I,=0,+0,+0, (5.10)

_ 2 2 _ 2
l,=0,0,%* 0,0y +0,0,, =0, —0,, — 0y, )

(5.11)



0-11 0-12 0-13
L=|o, 0, 0. (5.12)
0-31 0-32 0-33

Jezeli przyjmiemy, ze osie wspétrzednych pokrywaja sie z kierunkami gtéwnymi w
rozpatrywanym punkcie to niezmienniki mozna wyrazi¢ za pomocg naprgzen gtownych g, ,0, ,0;:

I, =0+0,+0,, (5.13)
I, =00, +0,0,+0,0,0,, (5.14)
I, =00,0,. (5.15)

Wielkos$¢ réwng I, /3 nazywaé bedziemy naprezeniem srednim O, , wiec:

1 1
o, :5(01+02+a3):§akk. (5.16)

m

5.4.2 Stan odksztatcenia.

W mechanice postugujemy sie czesto uproszczonym modelem ciata nazywanego kontinuum
materialnego. W strukturze takiej pomijamy budowe czgsteczkowg ciata, z jakg mamy do czynienia w
kazdym znanym nam materiale opisywanym przy pomocy modelu dyskretnego. Z uproszczeniem tym
spotykamy sie w mechanice osrodkoéw ciggtych, cho¢ wprowadzone definicje przemieszczenia,
odksztalcenia i predkosci mozna w pewnym zakresie przyjg¢ w modelach mechaniki gruntéw, gdzie
zdecydowanie nie mamy do czynienia z osrodkiem ciggtym.

Bedziemy zajmowac¢ sie odksztatcalnym osrodkiem ciggtym okreslanym pojeciem ciata
odksztatcalnego. Konfiguracjg kontinuum materialnego nazywamy regularne i wzajemne jednoznaczne
odwzorowanie czgstek materialnych w punkty P pewnego obszaru C trojwymiarowej przestrzeni
euklidesowej wg [Derski, 1975]. Punkt P przestrzeni euklidesowej jest miejscem, w ktdérym znajduje sie
czastka w chwili czasu t.

Whprowadzmy pojecie konfiguracji poczatkowej rozpatrywanego kontinuum materialnego. Ot6z
przez taka konfiguracje uwazamy potozenie punktow Po obszaru Co tréjwymiarowej przestrzeni
euklidesowej w chwili t=to. Do opisu ruchu wzgledem konfiguracji poczatkowej wprowadzamy
wspotrzedne kartezjanskie wzgledem ustalonego uktadu wspétrzednych (rys.4.5)



éjﬂxj'

Xy XE’

e

Rys. 4.5. Ruch punktu kontinuum materialnego wzgledem konfiguracji poczatkowej.

Oznaczmy wspétrzedne kartezjanskie punktéw Py U C,, konfiguracji poczatkowe; (xl s Xy s X5 )
. Wspétrzedne kartezjanskie punktow P[LC w dowolnej chwili t oznaczmy natomiast przez
({1,{2 ,{3) Opis ruchu wzgledem konfiguracji poczatkowej mozna wowczas zapisa¢é w sposdb
nastepujacy:

&=f(xx,x.1), x = f7(&.6.6,1) (5.17)

Wzajemne zwigzki odwrotne pomiedzy wspétrzednymi wymagajg odpowiedniej regularnosci
funkcji. Funkcje te musza by¢ funkcjami ciagtymi wraz z pierwszymi pochodnymi, tzn. muszg by¢ klasy
C', a powyzsze przeksztatcenia sg nieosobliwe. Aby postulat ten byt spetniony, Jakobian
przeksztatcenia powinien byc¢ rézny od zera, wiec:

0¢;

l

axj

D= £0 . (5.18)

Wprowadzajgc wektor wodzgcy 7 punktu P (rys. 4.5) mozna zapisac:
r=¢e, ¢ =fl.(x1,x2,x3,t), X; =fj(x1,x2,x3,t0), (5.19)

gdzie ei sg wersorami kartezjanskiego uktadu wspétrzednych na rys 4.5

Rozpatrzmy kontinuum materialne w chwili t=0 zajmujgce obszar Q. Potozenie
poszczegolnych punktéw tego kontinuum okresla wektor wodzacy 7 = ?(xi) w kartezjanskim uktadzie



wspotrzednych x;. Wskutek dziatan zewnetrznych (np. przytozone do ciata obcigzenie, parcie cieczy,
przytozony gradient temperatury) nastgpi odksztatcenie ciata i nasze kontinuum w chwili czasu t zajmie
nowe potozenie Q . Punkt P obszaru Q na skutek ruchu przemiesci si¢ do punktu P obszaru Q.
Polozenie punktu P w tym samym uktadzie wspéirzednych opisuje wektor wodzacy 7 = 7 (&,).

Wektor przemieszczenia i = ﬁ(ui ) ktory mozna zapisac:

S
]
=l
|
~!
]
~
~

(5.20)

Korzystajgc ze wspotrzednych wektora przemieszczenia zwigzek wektorowy przyjmuje postac
skalarna:

u =& -x. (5.21)
Z powyzszych zwigzkdw (5.19) i (5.20) dostajemy:
&=x+u,(x,.1). (5.22)

Powyzszy zapis wprowadzit Lagrange wg. [Derski, 1975]. W opisie tym postugujemy sie
wspotrzednymi x; jako zmiennymi niezaleznymi. Obok opisu Lagrange’a istnieje druga mozliwosc,
kiedy jako zmienne niezalezne traktuje sie wspotrzedne fi. Jest to opis Eulera wyrazajgcy sie
zwigzkami:

x =& -u(x,.1). (5.23)

W wyniku przyjecia jednego z wyzej wymienionych opiséw uzyskujemy rézne réwnania
opisujgcych ruch, poniewaz inaczej bedziemy okresla¢ pochodng funkcji F po czasie. W przypadku,
gdy mamy do czynienia z opisem Lagrange’a funkcja F = F(x,.,t). Wspoétrzedne x; sg wielkosciami
statymi wzgledem potozenia poczatkowego, wiec pochodna po czasie funkcji F wynosi:

ar = a—F. (5.24)
dt Ot



Inaczej ma sie sprawa w przypadku opisu Eulera. Wéwczas funkcja F = F(g",,f). Poniewaz

zgodnie ze wzorami (5.21) &, zalezy od wspbtrzednych X, i czasu t, wiec pochodna po czasie t funkcji

1

F jest pochodng materialng réwng:

dt 0ot 0d¢& or

Pochodng czastkowg 0F /0f nazywamy pochodng lokalng, natomiast drugi czton pochodnej
materialnej (aF/a{,)*(a{,. /al‘) nazywa¢ bedziemy pochodng konwekcyjng funkcji F.
Wprowadzajgc oznaczenia:

& . oF
—t=¢é=yv., —=F, 5.26
Pkl 9g (5.26)

pochodng materialng funkcji F mozna zapisa¢ w postaci:

ar _OF \,F, (5.27)
dt 0t ’

Gdy wspotrzedne punktu osrodka w chwili t wyrazone sg przy pomocy jego potozenia w chwili
poczatkowej (opis Lagrange’a) tzn. & = ¢, (x j,t) to jego predko$¢ wyraza sie wzorem:

Ou,
v, =—+, (5.28)
ot
a przyspieszenie
ov,
a, =2t (5.29)
ot

W przypadku opisu Eulera wykorzystujac zwigzek (5.27) predkos¢ punktu wyraza sie wzorem:

_du, _Ou, N
V; —E —E lext[’j (5.30)

i przyspieszenie:



ov,
a=—=*vy, (5.31)

or a
4.4.1 Tensor odksztalcenia.

W przypadku gdy mamy do czynienia z osrodkiem odksztatcalnym, wzajemne odlegtosci
pomiedzy punktami ulegajg zmianie w czasie i przestrzeni. Rozwazmy dwa punkty znajdujgce sie w

nieskonczenie matej odlegtosci wzglgdem siebie. W chwili poczgtkowej 7, punkty te miaty wspotrzedne
X, i x; +dx,. Po uptywie czasu t wspdtrzedne tych punktéw bedg wynosi¢ odpowiednio: ¢, i &, +d¢,

. Obliczmy kwadrat odlegtosci pomigdzy tymi punktami w chwili poczatkowej 7 :

ds; =dx,dx, . (5.32)
Kwadrat odlegtosci punktéw po uptywie czasu t wynosi natomiast:

ds’ =dé&dé, . (5.33)

Gdy ciato jest nieodksztatcalne ds =ds,. W przeciwnym przypadku odlegtosci pomiedzy
punktami, a wigc i ich kwadraty sa rézne i ds” # ds, . Wzajemna relacje pomiedzy wspéirzednymi w

chwiliti 7, okresla zgodnie ze wzorem (5.21) relacja:

u, =¢ —x,. (5.34)

o, |dxdx, . (5.35)
Podstawiajgc zwigzek (5.34), do powyzszej zaleznosci dostajemy:

dsz—dsg=[%(xp+up)£(xp+up)—dj}dxi dx;, (5.36)
i J



gdzie Jij oznacza delte Kroneckera.
Po przeksztatceniach uzyskujemy:

. Ou, Ou,60d
ds® —ds; = Ou Oy, Oy Oy dx,dx ;. (5.37)
Ox, Ox; Ox; Ox,

Green i Saint —Vennant wprowadzili pojecie tensora odksztatcenia E; stosujac zapis:
ds* —ds; = 2€&;dx,dx;, (5.38)

gdzie tensor £, nosi czesto w literaturze nazwe tensora odksztatcenia Greena i wyraza si¢ zgodnie

z zaleznoscig (5.37) wzorem:

g =L Om O 04, 0, | (539)
'2(0x; 0x, Ox; Ox,

Tensor odksztatcenia Greena &;w przypadku, gdy przemieszczenia i ich przyrosty przemieszczen

sg bardzo mate mozna uprosci¢ do postaci liniowej:

. Ou,
g 0L 9 O (5.40)
72 Ox, Ox

1

gdyz iloczyny pochodnych przemieszczenia sg znacznie mniejszego rzedu niz ich wartosci.

Poniewaz tensor & zostat okreslony w ukfadzie odniesienia Lagrange’a, wiec jego pochodna
po czasie jest rbwna pochodnej czgstkowej:

de; 6£,.j
— =2 (5.41)
dt ot

W ukfadzie odniesienia Eulera tensor odksztatcenia zostat wprowadzony przez Almansiego,
zdefiniowany w sposob nastepujacy:



ds® = dsy =217,dx,dx;, (5.42)

przy czym, tensor odksztatcenia Almansiego wyraza sie wzorem:

n _1 ou, +0uj _au,, Ou, . (5.43)
To2004, 9¢ 0¢ 0¢,

Dla matych pochodnych przemieszczenia tensor odksztatcenia zostat przez Cauchy’ego przedstawiony

w postaci:

. Ou,

p. 0L 94 0| (5.44)
772 0é 9¢

Liniowa postac¢ tensora odksztatcenia n; nosi nazwe tensora odksztatcenia Cauchy’ego. Pochodna

po czasie tensora odksztatcenia w ukfadzie odniesienia Eulera jest pochodng masowg i wyraza sie
wzorem:

dn, _ an;

dt ot

+17, V- (5.45)

Czesto kiedy idzie sie jeszcze dalej z uproszczeniami, dla bardzo matych przemieszczen zapisuje sie
zwigzek:

g; Un;, (5.46)
i w przypadku pochodnej po czasie tensora Cauchy’ego pomija sie czton konwekcyjny i zapisuje sie:

an, (01,

5.47
dt ot (5.47)

W klasycznej teorii sprezystosci ciata statego stosuje sie praktycznie tylko opis Lagrenge’a w
teorii matych odksztatcen.

4.4.2. Tensor obrotow.



Obok tensora odksztatcenia istotnym jest tensor obrotdw zdefiniowany dla matych
przemieszczen wzorem:

@ = %(ui,j —u,,). (5.48)

Widzimy wigc, ze tensor obrotow i tensor odksztatcenia stanowig dekompozycje tensora u; ;

na czes¢ skodnie symetryczng i czes¢ symetryczna:
u, =& +w). (5.49)

Aby wyjasni¢ sens geometryczny tych wielkosci wybierzmy w rozwazanym osrodku dwa bardzo blisko
polozone punkty P i P°.Potaczmy te dwa punkty wektorem S , ktérego poczatkiem jest punkt P°, a
koricem punkt P (rys. 4.6). Po odksztafceniu ciata punkt P przechodzi w potozenie F, , a punkt P’ w

potozenie Plo. taczac odpowiednio punkty B i PlO dostajemy wektor 5’1, ktérego poczatkiem jest
punkt Plo. Z rys.4.6 widac, ze wystapit po odksztatceniu przyrost wektora S rowny ds . Wspotrzedne

przyrostu wektora dS mozna wyrazi¢ wzorem:

ds, =u,(x)+8,)-u(x). (5.50)

Xy
Rys. 4.6. Schemat obrazujacy odksztatcenie ciata.

Dokonujac rozwiniecia wspotrzednych przyrostu wektora w szereg Taylora w otoczeniu punktu
P’ przy zatozeniu, ze otoczenie to jest wystarczajgco mate, co umozliwia pominiecie wyzszych poteg
rozwiniecia Taylora, mozemy z dokladnoscia do pierwszych pochodnych wspdtrzednych
przemieszczenia U napisac:



ds, Dui,jSi. (5.51)
Uwzgledniajac wzér (5.50) mozemy powyzszy zwigzek zapisa¢ w formie:

ds, =(g,+w,)s,. (5.52)

Okreslmy wydtuzenie (lub skrocenie) odcinka PP’ liczone na jednostke na jednostke jego dtugosci:

E= @ . (5.53)
S
Obliczmy iloczyn skalarny wektorow S‘ i dg:
Sas = ‘EHaﬁ‘ cosa = S.dS.. (5.54)

ograniczajgc nasze rozwazania do matych odksztatcen ciat mozna przyjac, ze kat & jest bardzo maty i
cosa L 1. Korzystajgc z réwnania (5.52) i (5.54) mozna zapisac:

S0aS =|8]|as| = (g, + ) 5.5 (5.55)

Mozna jednakze wykaza¢ ze: @), S,;S; 110, a wigc:

e=ld=¢g /., (5.56)

Whprowadzajgc cosinusy katéw, jakie tworzy wektor S z osiami wspotrzednych x; :



S
n =, (5.57)
S
wydtuzenie wzgledne mozna zapisa¢ w postaci:
E=&Enn,; (5.58)

/A

z czego wynika, ze wydtuzenie lub skrocenie wzgledne w dowolnym kierunku jest w kazdym punkcie
osrodka okreslone przez 6 sktadowych tensora stanu odksztatcenia.

4.4.2. Tensor obrotow.

Korzystajgc z wtasnosci symetrycznego tensora odksztatcenia, mozna przewidzie¢, ze w
kazdym punkcie obszaru posiada on wartosci gtéwne i towarzyszgce im kierunki gtobwne odksztatcenia.
Rozpatrzmy dwa punkty osrodka potozone wzgledem siebie bardzo blisko, ale wybrane w taki sposéb,

ze fgczacy je wektor S nie zmienit w trakcie odksztatcenia ciata swojego kierunku. Woéwczas wektor S
i jego przyrost ds bedg posiadaty ten sam kierunek, a ich wspétrzedne bedg wzajemnie

proporcjonalne, co mozna wyrazi¢ wzorem na wspobtrzedne wektoréw S i dS :

ds, = €S, (5.59)

—

Jak wiadomo, £ jest miarg wydtuzenia kazdej wspoétrzednej wektora S, a wobec tego jest miarg

rowniez wydtuzenia (lub skrécenia) catego wektora S , co mozemy zapisa¢ zwigzkiem:

|as

— . (5.60)
S

Taki zwigzek moze wystepowacé tylko w przypadku, gdy wektor S nie doznaje obrotu w trakcie

odksztafcenia, wiec @,S, = 0. Na podstawie tych stwierdzen mozemy zapisaé:
=

ds, =S, =¢,S,. (5.61)

Powyzszy zwigzek prowadzi do réwnania:



(5 - &0,

)4, =0. (5.62)

Jezeli podzielimy obie strony réwnania (5.62) przez dtugos¢ wektora S, to w miejsce
wspdtrzednych wektora mozemy wprowadzi¢ wersor 7 0 wspotrzednych n, :

(¢,-€9,)n, =0. (5.63)

ij ij
Powyzszy uktad rownan wraz ze zwigzkiem:

nn, =1 (5.64)

okresla jednoznacznie wersor 7 i odpowiadajace jego kierunkowi odksztatcenie £.

Uktad rownan (5.63) jest uktadem trzech réwnan algebraicznych jednorodnych pierwszego
stopnia. Uktad ten ma rozwigzania niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy jego wyznacznik
charakterystyczny rbwna sie zeru:

e, -e0,] =0. (5.65)
Obliczajgc wyznacznik (5.65), uzyskujemy rownanie trzeciego stopnia wzgledem &:
3 2 _
£ -J(g)e +1,(g,)e-J,(g,)=0 (5.66)

gdzie J,,J,,J; sa parametrami réwnania (5.66) i nie zalezg od uktadu odniesienia. Sa, wigc
niezmiennikami stanu odksztatcenia wyrazonymi zwigzkami:

0|&,
Sz J, = a‘?" 1, =[e,]. 587
kk

Réwnanie (5.66) posiada zawsze trzy pierwiastki rzeczywiste nazywane wartosciami gtéwnymi
tensora odksztalcenia &; . Zazwyczaj porzadkujemy je wedtug malejacych wartosci:



£2682€,.

Aby okresli¢ kierunki odksztatcen gtdwnych wystarczy rozwigza¢ uktad réwnan (5.63).Kierunki
te uzyskamy za pomocg wersora 7. Mozna wykazac, ze sg one wzajemnie prostopadte.
Jezeli w badanym punkcie przyjmiemy uktad odniesienia, ktérego wspoétrzedne pokrywajg sie z
kierunkami gtéwnymi  stanu odksztalcenia, to stan odksztalcenia w tym punkcie opisujg trzy
odksztatcenia gtéwne &,, &,, &;. Niezmienniki stanu odksztatcenia wyrazg sie wowczas tylko przy
pomocy odksztatcen gtdwnych i majg postac:

J, =& +E +E,,
J, S EE +EE TEE, (5.68)

J, = EEE,.

Tensor odksztatcenia podobnie jak tensor naprezenia mozna roztozy¢ na dwie czesci; czesc
kulistg stanu odksztatcenia i dewiatorowa. Tensor kulisty stanu odksztatcenia wyraza sie wzorem:

ek =

ij ij $rij

£,5. =63 =§J15U | (5.69)

W | =

Tensor kulisty odpowiada réwnomiernemu rozszerzeniu lub $cisnieciu osrodka w otoczeniu
okreslonego punktu osrodka. Pozostata czesc¢ tensora stanu odksztatcenia okreslana jest réznica:

el=¢ -¢& (5.70)

i i i’

co prowadzi do nastepujgcej definicji dewiatora stanu odksztalcenia:

=€, —€,0,. (5.71)

Zachodzi pytanie, czy sktadowe stanu odksztalcenia moga by¢ funkcjami przyjmowanymi
catkowicie dowolnie.

Woystarczy wyobrazi¢ sobie podziat obszaru w stanie naturalnym (przed odksztatceniem) na
prostopadtosciany wzajemnie do siebie przylegajace. Gdyby nie byto dodatkowych warunkéw i kazdy z
tych prostopadtoscianéw ulegtby odksztatceniu wedtug przyjetych funkcji sktadowych odksztatcenia to
ponowne ztozenie odksztatconych elementéw mogtoby okazac sie niemozliwe. Wynika z tego wniosek,
ze odksztalcenia muszg spetnia¢ okreslone warunki, ktére nosza nazwe warunkéw ciggtosci



odksztatcen. Jezeli osrodek zajmuje obszar jednospojny i chcemy wyznaczyé sktadowe stanu

przemieszczenia u;, gdy dane sg sktadowe stanu odksztatcenia &, to zadanie to jest rozwigzalne

lj b
jednoznacznie wtedy i tylko wtedy, gdy sktadowe stanu odksztatcenia spetniajg zwigzki:

eijkelmngjm,nk = 0 ) (572)

ktére nazywamy warunkami nierozdzielnosci odksztatcen. Przez e, j& 9znaczamy symbol Leviego-

Civity. W formie przedstawionej rownaniami (5.72) wyprowadzit je Somigliana. Wczesniej uzyskat je
Saint-Venant w 1860 r.. Warunki nierozdzielnosci mozna przedstawi¢ w postaci rozwinietej:

811,22 + 822,11 - 2"”:’12 122
822,33 + 833.22 2823 23°

53311 +€1133 - 2“:1313’

_ 5.73
(512 3 31 2 23 1) ‘911,23’ ( )
(52 + 512 3 31,2),1 = ‘922,31’

831 2 + 823 1 12 3) 833,12'

Powyzsze rownania i zwigzki bedg przez nas czesto wykorzystywane do tworzenia modeli osrodka
porowatego traktowanego jako osrodek jednorodny.



