Wyktad IV

Twierdzenia catkowe

4.1 Twierdzenie Greena.

Ptaszczyzng zorientowang bedziemy okreslaé ptaszczyzne z wyréznionym na nie obrotem, zwanym
obrotem dodatnim. Orientacje ptaszczyzny przeciwng wzgledem danej orientacji otrzymujemy
zmieniajgc w ptaszczyznie przyjety dodatni obrét na przeciwny.

Ptaszczyzne orientujemy na przyktad wprowadzajac ortokartezjanski uktad wspétrzednych
(prostokatny ztozony z pary osi x, y). Wtedy przez dodatni obrotdw rozumiemy ten z obrotéw, przy
ktorym pierwsza o$ pokryje sie z drugg (co do kierunku i zwrotu) z drugg osig przy obrocie o kat
mniejszy sposréd dwu mozliwych.

Z punktu widzenie geometrii ptaszczyzna przedstawiona na rys. 3.1a nazywa sie ptaszczyzng
zorientowang w prawo. Jezeli zmienimy np. nazwe osi na rys. 3.1b tj. nazwiemy o$ x 0sig y, zas 0$ y
0sig X, to ptaszczyzna miataby orientacje lewa.

Rys. 3.1 Orientacja uktadu wspétrzednych i obszaru zamknietego.

Linia zamknieta ograniczajgca obszar jednospdjny , zwany wnetrzem linii, lezagca na zorientowanej
ptaszczyznie moze miec jedno z dwu skierowan. Dodatnim skierowaniem linii wzgledem jej wnetrza
(obszaru, ktérego jest ona brzegiem) na zorientowanej ptaszczyznie nazywamy skierowanie zgodne z
orientacjg ptaszczyzny: gdy ptaszczyzna ma prawg orientacje (rys. 3.1.a) to cztowiek idgcy w dodatnim
kierunku wzdtuz linii (po brzegu C obszaru D) ma lewg reke nad obszarem, gdy ptaszczyzna ma lewa
orientacje (rys. 3.1.b) to prawg reke. Na rys. 3.2 przedstawiono przypadek ujemnego skierowania linii
wzgledem jej wnetrza, a dodatniego wzgledem obszaru bedgcego zewnetrzem linii. Linie skierowang
dodatnio wzgledem swego wnetrza nazywamy konturem.
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Rys. 3.2 Orientacja dodatnia

Twierdzenie Greena.

Niech w jednospdjnym obszarze Q na zorientowanej ptaszczyznie (rys. 3.1.a)dana bedzie gtadka,
zamknieta bez punktéw wielokrotnych linia C, skierowana dodatnio wzgledem swego wnetrza D oraz

dwie funkcja P(M) i Q(M) (M DQ) klasy C, . Wtedy:

[ﬂPd“Qdy:ﬂ(%—f‘%jd” (4.1)

Dowad

Dla uproszczenia dowodu powyzszego twierdzenia Greena zatozymy, ze obszar D jest normalny
wzgledem obu osi uktadu. Obszarem normalnym wzgledem osi uktadu nazywamy taki obszar,
ktdrego brzeg kazda prosta rownolegta do drugiej osi przecina w jednym punkcie lub w dwu
punktach, lub w kontinuum punktéw, lub wreszcie nie przecina wcale.

Rownos¢ Greena jest wynikiem dodawania stronami dwu niezaleznych od siebie rownosci, w ktérych
wystepuje jedna z funkcji P lub Q. Dowiedziemy najpierw, ze

[gg—ly)da = —[ij Pdx (4.2)
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Rys. 3.3 Schemat obliczania
W tym celu zamienmy catke podwdjng w rownosci na catke iterowang. Otrzymamy wtedy:
)’2(")

op, b op(ny) _
J;!ayda—_‘[dxylj(;) o dy—_[[P(x,y)‘yl(x)dx_

= j:P(x, ¥, (x))dx—:[P(x, A (x))dx = —! P(x, y)dx - I P(x,y)dx = —[Cﬂp(x, ¥ )dx

Dowadd drugiej rownosci twierdzenia Greena:
0
[[ %40 =[flodv
D a'x C

mozna oprze¢ na udowodnionej juz poprzednio réwnosci, zamieniajgc rolami zmienne x i y oraz
funkcje P i Q. Wtedy jednak, gdy zmienna y uznana zostaje za pierwsza, za$ x za drugg, ptaszczyzna
zmienia orientacje. Linia C nie jest wtedy dodatnio skierowana wzgledem swego wnetrza, lecz
przeciwnie, co powoduje, ze po prawej stronie rownosci na wystepuje znak minus.

Cbdo.

4.2 Catka rozniczki zupetnej na ptaszczyznie.



Jak wiemy, warunkiem koniecznym na to, by wyrazenie P(x, y)dx+ Q(x, y) dy byto rézniczka

zupetng w obszarze, jest by w tym obszarze byta spetniona réwnos¢ pochodnych czgstkowych:

9P _ 09 (@3)
dy Ox
y
B
A PR—

X

Rys. 4.4 Catka rézniczki zupetnej

Jezeli powyzsza zaleznosc¢ jest spetniona to catka podwdjna wystepujgca w réwnaniu Greena (4.1) po
dowolnym obszarze w nim zawartym jest réwna zeru. Wtedy i catka liniowa, wystepujgca w tym
réwnaniu (4.1) po dowolnej linii zamknietej jest rowna zeru, wiec catka

j Pdx + Qdy (4.4)
AB

Nie zalezy od drogi catkowania, a zalezy tylko od poczatku A i korica B. Warunek (4.3) jest nie tylko
konieczny, ale i wystarczajgcy by wyrazenie P(x, y) dx + Q(x, y) dy byto w obszarze jednospdjnym

rozniczka zupetna.

4.3 Twierdzenie Gausa Ostrogradskiego w postaci analityczne;.

Twierdzenie.



Niech bedzie dany obszar V (rys. 4.5) ograniczony zamknietg gtadka powierzchnig S, zorientowang
zewnetrznie. Niech w obszarze domknietym V+S dane bedg trzy funkcje P(M) , Q(M), R(M)

klasy C, . Wtedy zachodzi réwno$¢ noszaca nazwe Gausa Ostrogradskiego:

_e¢[0P 90 OR
UZdex+Qdy+Rdz-jij(a+a_y+E % (4.5)

w ktorej po lewej stronie znajduje sie zorientowana catka powierzchniowa.

S,(z=z,(x,y))

y 2
Y

Rys. 45 Catka powierzchniowa na obszarze S
Dowad.

Dla uproszczenia dowodu zatdzmy, ze obszar V jest normalny wzgledem kazdej ze Scian
ortokartezjanskiego uktadu wspotrzednych. Nastepnie zauwazymy, ze rownosc (4.5) jest wynikiem
dodawania stronami niezaleznych od siebie réwnosci. Jedna z nich np. to:
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W tym celu wystepujgca w réwnosci (4.6) catke potrdjng zamienimy na catke powierzchniowa (rys.
3.5):

Zz XY)

do=

(1% = o | = (s

Zl xy zl(x y)

Ib[R(x,y,z2 (x,y) da—ijR x,y.z,(x,y))do =

[[ Rexdy + [[ Raxdy =[] Rexdy
S, M s

Gdzie S, i S, oznaczone zostaty odpowiednio dolna i gérna cze$¢ powierzchni S; s3 to takie jej czesci,

dla ktérych normalna (zewnetrzna) tworzy w pierwszym przypadku kat rozwarty z osig z, zas w
drugim przypadku kat ostry. Wtasnie dlatego znak minus stojgcy przed jedng z catek zostat zastgpiony
znakiem plus, gdyz kat jaki tworzy normalna n Odo powierzchni S, z osig z jest rozwarty.

Analogicznie dowodzimy réwnosci:

III dV ﬂdedz m dV [[]Qddx

Dodajac je stronami do réwnosci (4.6) otrzymujemy teze twierdzenia Gausa Ostrogradskiego.
4.4 Twierdzenie Stokesa w postaci analitycznej.
Twierdzenie.

Niech bedzie dana w przestrzeni gtadka powierzchnia S ograniczona gtadka linig L (rys. 4.6), przy czym
skierowanie linii L wraz z orientacjg powierzchni muszg by¢ zgodne z przyjetg orientacjg przestrzeni.

Niech krzywa wraz z powierzchnig znajduje si¢ w obszarze, w ktérym okreslone sa funkcje klasy C,

P(M), Q(M), R(M) punktu M. Wtedy zachodzi réwnos¢ noszgca nazwe twierdzenia Stokesa:

[j]de+Qdy+Rdz:

(4.7)
H(aR aQJd e (O_P aRjddx (OQ aP]dxdy
dy 0z 0z Ox Ox Oy
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Rys. 4.6 Schemat do twierdzenia Stokesa

Dowad.

Dla uproszczenia dowodu przyjmijmy, ze linia L jest tak potozona w przestrzeni, ze je rzuty na Sciany
x0y i zOx uktadu sg gtadkie i nie majg punktéw wielokrotnych oraz, ze powierzchnia S wyraza sie
jednoznacznie wzgledem tych $cian. W szczegdlnosci niech jej réwnaniem bedzie z=z(x,y),

(x, y) LID+C gdzie D+C jest rzutem S+L na $ciane x0y. Zauwazymy, ze rownosc¢ (4.7) jest wynikiem

zsumowania trzech niezaleznych réwnosci. Dowiedziemy najpierw jednej z nich:
oP oP
j j —dzdx - j j “—dxdy :[[]de (4.8)
S aZ S ay L

W tym celu napiszemy zwiazki miedzy elementami dS (rys. 3.6) powierzchni S i elementami do,
oraz dey rzutu ds. na $ciany zOx i xOy. Jezeli oznaczymy n = (cos a,cos B,cos y) , to:

do,=dScosf3, do  =dScosy

wobec czego:



cos 8

do =
cosy

daxy (4.9)

Wiemy, ze wektorem normalnym do powierzchni w danym punkcie, a wiec wektorem kolinearnym z
n w tym punkcie jest wektor:

0z 0z
N = (a,a—y,—lJ = grad[z(x, y) —z]

Wobec czego miedzy wektorami N i n zachodzi zwigzek:
—:—:—l=cosa:cosB:cosy

Korzystajgc z niego mozemy zaleznosc¢ (4.9) zapisac:

0z
do_=—-—do 4.10
2 =75, 9% (4.10)

Element dO_ wystepujacy w pierwszej z catek (4.8) jest oznaczony dzdx, za$ dey , Wystepujacy w

drugiej z catek przez dxdy, wobec czego lewa strona zaleznosci (4.8) dzieki (4.10) przyjmie postac:

W ktérej funkcja podcatkowa jest pochodng funkcji ztozonej:

daf N
P(x, y,z(x,y))=P (x,y) (4.11)

wzgledem zmiennejy, a sama catka w ktérej wystepuje zmienna z, jest catka podwdjng w obszarze D,
a wiec jest réwna:

—H %j}c’y)dxdy (4.12)

Przeksztatcajac catke (4.12) wg wzoru Greena (krzywa C, bedaca rzutem L na x0y, jest skierowana
dodatnio wzgledem swego wnetrza), otrzymamy:

[_ﬂP*(x,y)dx

a wracajac do poprzedniego oznaczenia wg definicji (4.11) i do linii L, ktorej rzutem jest C, otrzymamy
ostatecznie:

(]| Pdx
L
Co konczy dowdd réwnosci (4.8).

Dowdd pozostatych réwnosci tj.:



H Sy ”anydz _[Jdey,

H —d dz - jsj dzdx = g]Rdz

Mozna przeprowadzié¢ stosujac przemiane cykliczna do réwnosci (4.8). Dodajac wszystkie te trzy
rownosci stronami otrzymujemy teze twierdzenia Stokesa.

Cbdo.
Twierdzenie Stokesa mozna zapisac nieco inaczej korzystajac z zaleznosci:

dayz =dScosa, do, =dScosp, daxy =dScosy
wtedy rownos¢ (4.7) przybierze postaé:

[jjpdx+Qdy+Rdz:

(4.13)
HKGR an osa+(a—P—a—RJcosﬂ+(a—Q—a—PJCOSV}dS
0z Ox Ox Oy

Po lewej stronie tej rownosci znajduje sie catka liniowo skierowana, zas po prawej catka
powierzchniowa zorientowana.

4.5 Catka réiniczki zupetnej w przestrzeni.

W dalszym ciggu bedziemy korzysta¢ z wtasnosci catki krzywoliniowej w przestrzeni, gdy jej wyrazenie
podcatkowe jest rézniczkg zupetna.

Twierdzenie.
Warunkiem koniecznym na to, zeby wyrazenie rézniczkowe:
Pdx+ Qdy + Rdz (4.14)
Gdzie P, Q, R sg funkcjami klasy C1 zmiennych x, y, z byto w pewnym obszarze rdzniczkg zupetna,
jest zachodzenie nastepujgcych trzech rdGwnosci w tym obszarze:

aR aQ a_P:a_R a_Q:a_P (4 15)
ay 9z’ 0z Ox Ox Oy '

Dowad.

Dla udowodnienia zatézmy, ze (4.14) jest rdzniczkg zupetng funkcji ¢(M) = qo(x, y, Z) . Wobec
tego:

a—¢dx+a—(pdy+a—(pdz

do=
¢ dy 0z

| z wyrazenia (4.14) dla dowolnych rézniczek dx, dy, dz wynika, ze



P:a_¢, Q:a_¢ R:a—¢

, (4.16)
Ox dy 0z

Funkcja @ jestklasy C, . Tworzac wszystkie mozliwe jej pochodne mieszane drugiego rzedu i

korzystajgc z twierdzenia o kolejnosci rézniczkowania, otrzymamy szukane warunki (4.15).
Chdo.
Twierdzenie.

W obszarze jednospdjnym (powierzchniowo) catka liniowa z rézniczki zupetnej wzdtuz dowolnej
gtadkiej linii zamknietej, lezgcej w tym obszarze, jest rGwna zeru.

Dowad.

W dowodzie ograniczymy sie jedynie do linii, przez ktére mozna przesung¢ powierzchnie lezgcg w
tym obszarze. Wystarczy wtedy zastosowac Stokesa, w ktérego zapisie (4.7) po prawej stronie pod
catkg powierzchniowa znajduje sie wyrazenie rowne tozsamosciowo zeru. Wynika to ze spetnienia
warunku koniecznego (4.15) rézniczki zupetnej. Wobec tego po lewej stronie réwnosci (4.7) znajduje
sie catka liniowa, ktdra dla kazdej linii jest rowna zeru.

Cbdo.
Twierdzenie.

W obszarze powierzchniowo jednospdjnym catka liniowa z rézniczki zupetnej nie zalezy od drogi
catkowania, lecz tylko od poczatku i korica drogi.

Dowad.
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Rys. 4.7 Catka liniowa z rdzniczki zupetnej

Aby to wykazaé, poprowadzmy przez dwa punkty A i B (rys. 4.7 ) w obszarze powierzchniowo
jednospdjnym gtadka linie zamknietg L, lezgcg catkowicie w tym obszarze. Jej skierowane tuki o

poczatku A i koricu B nazwijmy L, i L, . Wobec tego linia zamknigta | moze by¢ skierowana np.

zgodniez L, iwtedy L =L, — L, . Z poprzednie go twierdzenia wynika, ze
J=[+[=[-[=0 (4.17)
Lo, L <L L L
Chdo.

Twierdzenie.

Jezeli catka liniowa wzdtuz kazdej drogi zalezy tylko od jej poczatku i korica w obszarze jednospdjnym,
to to wyrazenie podcatkowe jest rézniczka zupetna.

Dowad.

Dla udowodnienia przyjmijmy dowolny punkt M|, (rys. 4.8) i potgczmy go dwiema drogami z
n n

dowolnym punktem M=(x,y,z), przy czym wszystkie narysowane linie, tzn. M M, M /M" i

réwnolegty do osi x odcinek MM ' lezg w catkowicie w rozpatrywanym obszarze. Punkt M ' jest
punktem bliskim punktu M i o tych samych wspétrzednych y i z.

11



Rys. 4.8 Schemat do dowodu

Okreslmy funkcje ¢)(M) jako catke wyrazenia Pd¢& +Qdn + Rd{ wzdtuz dowolnej drogi taczacej

ustalony punkt M z punktem M tzn..

o(x.y.2)= [ P(&n.0)dé+Q(En.0)dn+R(£.0.¢)dC (4.18)

MM
Gdzie funkcje P,Q i R sg ciggtymi funkcjami w rozpatrywanym obszarze.
Aby wykazac, ze wyrazenie podcatkowe w rownosci (4.18) jest rozniczka zupetng, wystarczy wykazaé,

ze

axZP(x,y,z), g—fZQ(x,y,z), Z—Z):R(x,y,z) (4.19)

Dowiedz pierwszej z rownosci (4.19). Z niezaleznosci catki od drogi catkowania wynika, ze
+ =
J+]=]
MM MM' MM’

Lub w innym zapisie

qo(x+Ax,y,z)—qo(x,y,z)= I Pdé = I P(f,l],()d{ (4.20)

MM

gdzie przez (x+Ax, y,z) oznaczony zostat punkt M’.

Dzielgc obustronnie réwnos¢ (4.20) przez Ax i przechodzac do granicy, gdy Ax — 0, otrzymujemy
pierwsza z rownosci (4.19). Analogicznie dowodzimy pozostatych rownosci.

12



4.6 Postac¢ wektorowa twierdzenia Gausa Ostrogradskiego.
Niech w pewnym obszarze Q bedzie pole wektorowe R = (Rx, Ry, RZ) oraz gtadka powierzchnia S.

Utwdrzmy nastepujgca catke powierzchniowa po zorientowanej powierzchni S:

(R, S) = ﬂ R dydz + R dzdx + R dxdy = _U (Rx cosa + R cos B+ R, cos y)dS
N N

lub pamietajac, ze n = (COS a,cos f3,cos y) jest jednostkowym wektorem normalnym do

powierzchni S, lezgcym po jej stronie wyrdznionej (gdy poczatek lezy na S).

@(R,S)= [[Rends

Lub wreszcie, przyjmujac oznaczenie dS =dSn :

w(R,S)=[[Reds (4.21)

Definicja.
Catke (4.21) nazywamy strumieniem pola wektorowego R przez zorientowang powierzchnie S.
Strumien ma oczywiscie nastepujgce wtasnosci:

@(R,,S)+w(R,.S)=w(R, +R,,S)

Cw(R,S) = w(CR,S)

@(R,S,)+w(R,S,) =w(R,S, +8,)

Przy czym ta ostatnia réwnos¢ zachodzi pod warunkiem, ze obie powierzchnie S, i S, nie maja

czesci wspdlnych (z wyjatkiem by¢ moze brzegow).

13
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Rys. 4.9 Hydromechaniczna interpretacja strumienia pola wektorowego
Hydromechaniczna interpretacja strumienia pola wektorowego jest nastepujaca:

Jezeli uwazac R za pole wektorowe predkosci cieczy przeptywajacej przez zorientowang
powierzchnie, to wyrazenie podcatkowe w (4.21) jest wzgledng objetoscig cieczy, ktéra przeptywa w
jednostce czasu przez element ds. (rys. 4.9), tzn. jest wzgledng objetoscig walca o podstawie dS i
wysokosci rownej wspotrzednej (a wiec dodatniej lub ujemnej) wektora R wzgledem osi normalnej do
powierzchni, ktérej wersorem jest n:

Re dS=Rcos(R,n)dS =RdS
Wobec tego strumien

w(R,S)=[[R,dS

Jest w tej interpretacji wzgledng objetoscig cieczy, ktora przeptynie w jednostce czasu przez
zorientowang powierzchnie S ptynac z predkoscia R.

14



Twierdzenie.

Strumien pola wektorowego przez zamknietg i zorientowang zewnetrznie powierzchnie S jest rowny
catce objetosciowej dywergencji tego pola, rozciggnietej na obszar, ktérego brzegiem jest ta
powierzchnia.:

[[] RedS = ﬂ j divRdV (4.22)
N \%4

4.7 Geometryczna postac definicji dywergencji.

Wyobrazmy sobie, ze gtadka zamknieta powierzchnia S maleje w ten sposdb, ze jej Srednica dazy do
zera, a punkt M stale znajduje sie w obszarze wypuktym V ograniczonym przez S.

Jezeli pole R jest klasy C, to jego dywergencja jest ciggta i wobec tego ma wtasnos¢ Darboux,

istnieje wtedy taki punkt M~ , w ktérym dywergencja jest réwna érednie wartosci catki wystepujacej
po prawej stronie wzoru (4.22). Mozemy do zapisa¢ nastepujgco:

divR(M*)=$ﬂjR°dS
S

Oczywiscie gdy objeto$¢ V dazy do zera, to M~ — M , wobec czego;

[[Reds
divR(M) = lim *—— (4.23)
VoM Vv
Co mozemy sformutowac:

Dywergencja pola wektorowego w danym punkcie jest granicg ilorazu strumienia tego pola przez
zamknietg, zewnetrzne zorientowang powierzchnie i objetosci obszaru przez te powierzchnie
ograniczonego, gdy Srednica obszaru dazy do zera, przy czym punkt, w ktérym definiujemy
dywergencje stale znajduje sie w tym obszarze.

Dywergencja jest wiec w obszarze polem skalarowym, tzn. nie zalezy od uktadu wspétrzednych.
Przyktad obliczeniowy

Tresc¢ zadania.

Obliczy¢ strumien pola wektorowego R = (x, y, Z) przez zewnetrznie zorientowang sfere o srodku

w poczatku uktadu i promieniu rownym a (rys.4.10). Sprawdzi¢ wynik za pomocg twierdzenia Gausa
Ostrogradskiego.

Rozwiazanie.

Strumien pola wektorowego obliczamy:

D.__J.R' ds :D.__J.(Rx cosa +R cos B+R, cosy)dS
N S

15
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Rys. 4.10 Schemat obliczeniowy

Zw wzgledu na to, ze przemiana cykliczna nie zmienia wartosci catek wystepujgcych po prawej
stronie powyzszego wzoru, wiec:

U‘_].R° ds =3ﬂij cos ydS
N N

We wspotrzednych sferycznych:
dS = a’ sin 8d¢d o

z
cosy===cos@
a

Stad
2 w
HR *dS =3a’ I d¢j cos’Bsin 8dO = 4a’mr
N 0 0

Il metoda:
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jl [divRav =3 jlj dV =4a’m

4.8 Pole wektorowe bezzrodtowe.

Réwnosciag div R=0 zdefiniowalismy wektorowe pole bezzrédtowe. Postugujgc sie twierdzeniem
Gaussa — Ostrogradskiego, w postaci wektorowej (4.22) mozemy wystowi¢ rownowazne tej definicji
sformutowanie:

Definicja

Pole wektorowe jest w pewnym obszarze bezzrédtowe, jezeli strumien tego pola przez kazda
powierzchnie zamknieta, lezagca w tym obszarze, jest réwny zeru.

Mozna wykazaé, ze jezeli o obszarze jednospdjnym pewne pole wektorowe R jest bezzrédiowe, to
istnieje takie pole wektorowe @ w tym obszarze, ktdrego rotacja jest identyczna z danym polem
wektorowym R.

[div R= 0] = [R = roth] (4.24)

Pole wektorowe @ wystepujgce w tozsamosci (4.24) nazywamy potencjatem wektorowym
bezirédtowego pola wektorowego R.

Wykazemy teraz, ze dodanie do potencjatu wektorowego pola solenoidalnego dowolnego pola
potencjalnego (tzn. pola wektorowego majgcego potencjat skalarowy) nie zmienia samego pola
solenoidalnego.

Niech pole solenoidalne R ma potencjat wektorowy @, tzn.. ze:

R =rot®,
WeZmy dowolne pole potencjalne Q tzn. takie, ze:

rotQ =0
ktadac

P,=0,+Q
Mamy dzieki liniowosci operacji ,,rot”
rot®, = roz‘(CD1 + Q) = rot®, + rotQ = rot®,

4.9. Poszukiwanie potencjatu wektorowego.

Niech w obszarze jednospdjnym dane bedzie pole wektorowe R = (Rx,Ry,RZ) bezirédtowe, tzn.

spetniajgc wektorowe réwnanie rézniczkowe:

OR
divR = OR, +—2+ oR, =0 (4.25)
Ox dy Oz

Szukamy takiego pola wektorowego @ , ktére zwigzane jest z danym polem wektorowym réwnoscig
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R =rot® (4.26)

Jak wiemy pole @ moze by¢ znalezione z doktadnoscig do dowolnego pola potencjalnego, ktore
mozna dodac¢ do szczegdlnego rozwigzania réwnania (4.26). To pozwala narzuci¢ pewne warunki na
poszukiwang catke szczegdlng réwnania (4.25).

Zatézmy, ze poszukiwane pole ® ma wspétrzedng wzgledem osi z tozsamosciowo réwng zeru, tzn.,
ze ®_ =0. Wtedy réwnosc¢ (4.26) da sie rozpisac¢ analitycznie:
o, _ 0o,

R=-_2_R
0z Y0z

0D, 90
Ox Oy

» R =

= (4.27)

Catki dwu pierwszych réwnar (4.27) przy oznaczeniu M, = (xo, Yo» ZO) dowolnie ustalonego punktu

obszaru, przyjmujg postac:

CDy :—IRx(x,y,z)dz+f(x,y), O =IRy (x,y,z)dz+g(x,y) (4.28)

20 20

Gdzie f i g sg do czasu wziecia pod uwage trzeciego rownania (4.27) dowolnymi funkcjami zmiennych
X iy. Zeby je wyznaczy¢, znajdZzmy zwigzek miedzy nimi, wstawiajgc prawe strony réwnosci (4.28) do
ostatniej z réwnosci (4.27). Bedzie wtedy:

_[OR, of 0g _ ., ,Of 0g
R, (x,y,Z)_z{Edﬂa PRl
| wreszcie
o o0
R, (x’y’zo):a_{c_a_i
Przyjmijmy g(x,y) =0 . Wtedy
d
O_J;ZRZ(X’y’ZO)

a nastepnie

f(xy)= [ R (x.y,2) dc+h(y)

%
Gdzie h(y) jest funkcjg dowolng. W celu znalezienia rozwigzania szczegdlnego uczynmy h(y) =0.

Otrzymalismy wiec rozwigzanie szczegdlne zagadnienia:
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¢ = ij (x, y,z)dz

20

D, =IRZ (x, y,zo)dx—ij (x, y,z)dz (4.29)

®, =0

Inne szczegdlne rozwigzania otrzymamy dokonujac dwukrotnie przemiany cyklicznej we wzorach
(4.29) i dodajac do siebie otrzymane pola wektorowe. Dostajemy ostatecznie:

—I xy, +R (x Vo Z ]dz——jR X, ¥,z )dy

q)y ZEI[RZ (-x, Y, Z) +Rz ('x’ Y, ZO)]dx_EJRx ('x’ y’Z)dZ (430)

>, -—I[R x,3.2) * R (%0, y.2) Jdy = JR x.y,2)dx

Yo
Przyktad obliczeniowy
Tres¢ zadania.
Dane jest pole wektorowe R = [2 (y + z) , 2(2 + x) , 2(x + y)] . Sprawdzié, czy jest ono
solenoidalne i znaleZ¢ jego potencjat wektorowy.
Rozwigzanie.

Oznaczmy:
Rx=2(y+z), Ry=2(z+x), RZ=2(x+y)

Obliczmy dywergencje pola R

OR
divR=aRX+ y+aRz =0
Ox 0dy Oz

Wiec pole R jest bezzrédtowe w catej przestrzeni, tzn. jest solenoidalne , wiec R = ror® . Oznaczajac
o= (GJX,CDy,(DZ) postuzymy sie wzorami (4.29). Niech M = (0,0,0) . Wtedy

O j2 z+xdz—z +2zx
0

D, IZ x+y dx I2 y+z dz—x +2xy—2yz—z’
0 0
(D =

Ogdlnym rozwigzaniem zadania jest potencjat wektorowy
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0] :(0_¢+22 +22x,g—¢+x2 +2xy—2yz—zz,3—¢J

Ox y z

gdzie (o(x, y,z) jest dowolna funkcja skalarowa klasy C, . Niech:
p= z(y2 —xz)—xy2
Wtedy:
d= (22 -y, x -z, y —xz)
4.10 Twierdzenie Gaussa Ostrogradskiego dla pola potencjalnego.

Niech pole wektorowe, wystepujgce w twierdzeniu Gaussa — Ostrogradskiego (4.22) bedzie
potencjalne, wiec niech

R =grad ¢

Wtedy

RedS=RdS =g—¢dS, div R =div grad ¢=0%@
n

wobec czego:
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