Wyktad i

Pole skalarowe i pole wektorowe
3.1 Pole skalarowe

Niech w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej dany bedzi eortokartezjanski uktad
wspoétrzednych (O,x,y,z) o poczatku O i osiach X, y, z. Znaczy to, ze ze kazdemu punktowi M
tej przestrzeni przyporzadkujemy wzajemnie jednoznaczng trojke liczb, bedacych jego
wspotrzednymi w rozpatrywanym ukladzie. Zapisujemy to w sposob nastepujacy;

M = (x, v, z)
Niech V oznacza pewien obszar w rozpatrywanej przestrzeni.
Definicja

Jezeli kazdemu punktowi M tego obszaru przyporzadkowana jest jakas liczba, to méwimy, ze
w obszarze V zostato okreslone pole skalarowe.

Zapisujemy je w sposob nastepujacy:
p=9p(M)

Symbol ¢(M ) oznacza funkcje punktu, a wiec funkcje niezalezng od przyjetego uktadu

wspotrzednych. Ze wzgledu jednak na to, ze wszystkie dalsze rozwazania bedg przedstawione
w uktadzie wspétrzednych, w powyzszym wzorze zast¢pujemy symbol M punktu jego
ortokartezjanskimi wsp6trzegdnymi w rozpatrywanym uktadzie, co zapisujemy:

p=¢(x,y,z)

Aby jednak funkcja (p( X, Y, z) okreslata to samo pole skalarowe w kazdym ortokartezjanskim

uktadzie wspdtrzednych, przyjmujemy nastepujaca umowg:

Jezeli pewne przeksztalcenie, bedace ruchem euklidesowym przeprowadza ukiad (0,x,y,z) w
nowy uktad:

y=x(nyz) y=y(nnz) 2'=2(xy.2)
lub odwrotnie:
x=x(xyhzY) y=y(xiyiz) x=z(xly.z)
to funkcja @ w nowym uktadzie wyraza sie nastepujaco:
o= x(xy,2) v (x, vz, 2(x v 2)]
Fakt ten zapisujemy tym samym symbolem:

p=¢(x'y'z)



Dla pola skalarowego bedziemy méwic¢ o cigglosci pola w punkcie lub w obszarze oraz o jego
rézniczkowalnos$ci. Na przyktad pole {p(M ) nazywamy ciaglym, w punkcie M = (x, v, z)
jezeli funkcja (p(x, v, z) jest w tym punkcie ciggla. Zmiana uktadu wspoirzednych
ortokartezjanskich nie moze zmieni¢ regularnosci funkcji @ , gdyz funkcje te sa z zalozenia
analityczne. Bedziemy mowic¢, ze pole skalarowe @ jest klacy C, w obszarze V, jezeli
funkcja @ w kazdym ukladzie ortokartezjanskim ma w tym obszarze ciggte pochodne

czastkowe. Jezeli ponadto te pochodne czgstkowe w kazdym punkcie obszaru V nie begda
réwne zeru, to bedziemy regularno$¢ tego pola okresla¢ C; .

3.2 Pole wektorowe
Oprocz pol skalarowych rozpatrujemy pola wektorowe, ktorych definicja jest nast¢pujaca:
Definicja

Jezeli w kazdym punkcie M pewnego obszaru V zadany jest jednoznacznie jaki$ wektor, to
méwimy, ze w tym obszarze okreslone jest pole wektorowe.

Pole to zapisujemy w sposob nastepujacy:
R=R(M) (mMOV)
Powyzsza rownos¢ jest rtOwnowazna trzem rownosciom skalarowym w obszarze V:
R(M)=R (M)i+R (M)j+R (M)k
Przy czym wspoétrzedne pola wektorowego R sa funkcjami punktu M:
R =R (M), R =R(M), R=R(M)

Jezeli zastagpimy punkt M jego tréjka wspotrzednych x, y, z to wspétrzedne pola wektorowego
1 samo pole stanie si¢ funkcja trzech zmiennych:

R, :Rx(x,y,z), Ry :Ry(x,y,z), R =R (x,y,z)

Przyktadem pola wektorowego jest pole sit skierowanych do pewnego punktu O (rys. 3.1)
zwanego Srodkiem pola, ktérego modut jest proporcjonalny do odlegtosci punktu zaczepienia
wektora pola od $rodka pola.

Rys. 3.1 Przyklad pola wektorowego

Niech srodek tego pola znajduje si¢ w poczatku uktadu wspé6trzednych, a odlegtos¢ punktu M
od poczatku uktadu wspétrzednych niech wynosi r =+/x* + y* + 2z iniech wspétczynnikiem

proporcjonalno$ci migdzy modutem wektora pola a dlegloscia punktu bedzie k. wtedy:

R(M)=—kr



Jezeli przez r oznaczac¢ bgdziemy wektor wodzacy punktu M. W zapisie analitycznym pole to
przedstawia si¢ przy pomocy sktadowych :

R =-kv, R =-ky, R =k

Innym przyktadem niech bedzie takze dosrodkowe pole sit rozniace si¢ od poprzedniego tym,
ze modut wektora bedzie odwrotnie proporcjonalny do kwadratu odlegtosci punktu od srodka
pola:

R(M)=k—
r
Co w zapisie analitycznym daje:

Rx - kx 3

(xz + yz + 77 )5
R, == ky ,

(xz + yz + 22)2
R = kz

3.3 Gradient pola skalarowego

Niech w pewnym obszarze dane bedzie r6zniczkowalne pole skalarowe (p(M ) . Obliczmy
pochodne czastkowe tego pola wzgledem zmiennych x, y, z przyjetego uktadu
wspoétrzednych i zapytajmy, czy w ten sposob otrzymana tréjka funkcji ((px, (py,(pz) jestw

rozpatrywanym uktadzie polem wektorowym.
Definicja

Pole wektorowe, ktérego wspoétrzedne sa pochodnymi czastkowymi wzgledem zmiennych
uktadu wspotrzednych ortokartezjanskich nazywamy gradientem pola skalarowego i
oznaczamy:

(0@ dp 0p
d = T~ s T~ s T~
sracy (Ox ay azj

Przyklad obliczeniowy 1
Tres¢ zadania
Dane jest pole skalarowe @= z ( y* - xz) —xy® . Znalez¢é jego gradient.

Rozwiazanie

Niech R = gradg . Wtedy:



3.4 Liniowos$¢ operacji grad.

Niech bedzie dana funkcja f(M), okre§lona w pewnym zbiorze, ktérego elementy
oznaczaliSmy przez M. Nazywamy ja liniowa w tym zbiorze, gdy jest ciggta, gdy dla dwu
dowolnych elementéw M, i M, zbioru zachodzi réwnoS$c¢:

f(M1)+f(M2)=f(M1+M2)

Gdzie przez sum¢ M, + M, rozumiemy nowy element M, ktérego wspotrzedne sg
odpowiednimi sumami wspotrzednych elementéw M, 1 M, gdy dla dowolnego elementu

obszaru i dowolnej liczby k zachodzi réwnos¢:
K (M) = f (kM)

Gdzie przez iloczyn elementu i liczby kM rozumiemy nowy element, ktérego wspoétrzedne sg
odpowiednimi iloczynami liczby k i wspétrzednej punktu. Obie powyzsze rOwnosci mozna
tacznie zapisac:

klf(Ml) +k2f (MZ) = f(klMl +k2M2)
co sprowadza si¢ do sformutowania:

Funkcja liniowa kombinacji liniowej argumentow jest rowna takiej samej kombinacji liniowej
funkcji tych argumentéw.

Mozna wykaza¢, ze gradient funkcji skalarowej @ jest wzgledem tego argumentu
(@)operacja liniowa, bowiem zachodzi:

grad@ + grad@ = grad(q + @)

Cgrad@= grad (C(t))

Dowdd obu powyzszych wlasno$ci, méwigcych o liniowos$ci operacji gradient opiera si¢ na
dwu twierdzeniach z rachunku rézniczkowego, tj., ze:

f+g'=(r+g) o=(cf)

3.5 Pole wektorowe o potencjale skalarowym.



Wsrdd pol wektorowych wyrdzniajg si¢ takie, ktore sg gradientami funkcji skalarowej. Ta
funkcja skalarowa nosi nazw¢ potencjatlu skalarowego pola wektorowego. Jezeli potencjat
oznaczymy przez ¢ , zas odpowiadajace mu pole wektorowe przez R, to miedzy tymi

tworami zachodzi nastgpujacy zwigzek:
R =gradg

Przyktadem pola potencjalnego jest pole sit skierowanych ku swemu srodkowi 1 odwrotnie
proporcjonalnych do kwadratu odlegtosci punktu od tego srodka (pole grawitacyjne).

Sprawdzmy, Ze potencjatem tego pola jest @=k/r ,gdy r=/x>+y* +z> . W tym celu
wystarczy zrdzniczkowac funkcje @ czastkowo po zmiennych x, y, z. Np. wiemy, Ze:

op_0(k)_, 0(1)\or _ 1 \x _ kx

ot Sl Sttt Bl ot el A

Ox Ox\'r or\r)ox re)r r
Analogicznie obliczamy pozostate pochodne czgstkowe i stwierdzamy, ze faktycznie
omawiane pole jest potencjalne.

Powierzchnie qo(M ) =C , gdzie @ jest skalarowym potencjalem pola wektorowego,

nazywamy powierzchniami rOwnego potencjatu, lub powierzchniami ekwipotencjalnymi.
Wektor pola potencjalnego w danym punkcie jest ortogonalny do powierzchni statego
potencjatu, przechodzacej przez ten punkt i jest zwrécony w stron¢ wzrostu potencjatu.

3.6 Warunek konieczny potencjalnosci pola wektorowego.

Zat6zmy, ze pole wektorowe R = (Rx, R, RZ) jest potencjalne, za$ jego potencjal @ jest

funkcja dwukrotnie w sposob ciagly rézniczkowalna, tzn. ze jest klasy C, . Wtedy zgodnie z

definicjg pola potencjalnego, spetniony jest uktad rownan:

(200 00 00
ox Yy 0z

Zr6zniczkujmy obie strony wszystkich trzech rownosci wzgledem zmiennych, ktére nie
zostaly uzyte przy r6zniczkowaniu po prawej stronie, a wigc np. w przypadku pierwsze;j
roéwnosci obliczamy pierwsze pochodne wzgledem y oraz z. Dostajemy:

OR. _d°¢p OR _0d’¢p OR _ ¢

dy _axay’ 0z _ayaz’ ox  0z0x’
OR. _0°¢p OR, _9d’¢p OR _ 09

0z 0xdz Ox dydx dy 0z0y

Zgodnie z zatozeniem wystepujace po prawej stronie powyzszych réwnosci drugie pochodne
czastkowe sg ciagte, wiec nie zalezg od kolejnos$ci r6zniczkowania, wobec czego, przez ich
przyréwnanie do siebie, trzymujemy uktad trzech rownan:

OR. _OR, OR _OR  OR _0R,
dy 0z 0z Ox Ox 0dy

2



Uktad tych réwnan nosi nazwe¢ warunku koniecznego potencjalnosci pola wektorowego.

3.7 Poszukiwanie potencjalu skalarowego pola wektorowego.

Zatézmy, ze pole wektorowe R = (Rx, R, RZ) jest w pewnym obszarze polem potencjalnym

klasy C, ioznaczmy ten nieznany potencjat skalarowy literg ¢ .

W celu znalezienia potencjatu @ ustalmy dowolny punkt obszaru M, = (xo, Voo ZO) i

obliczmy potencjal postugujac si¢ pierwsza z wyzej podanych réwnosci, catkujac ja
wzgledem tej zmiennej, wzgledem ktorej zachodzi rézniczkowanie:

¢(x,y,z) =J.Rx(u,y,z)du+f(y,z)

R

Wystepujaca pod catkg zmienna u jest zmienng catkowania zas y i z spetniajg role
parametréw. Funkcja f ( y, z) musi by¢ tak dobranan, by potencjat @ spetniat pozostate dwa

rOwnania. W tymj celu obliczmy jego pochodng wzgledem zmiennej y. Postugujac si¢
twierdzeniem Leibniza o r6zniczkowaniu catki wzgledem parametru, otrzymamy:

a_qo:IaRx (wy.2) , O (5.2)
dy 5 dy dy

Korzystajac z réwnosci drugiej i trzeciej uktadu réwnan otrzymamy:

tOR (u,y, ar (v, « Of (y,
Ry(X,y,z):I y(;tuy Z)du+ fg Z)=Ry(u,y,z)x0+—fg)y; ).
X0
a 5
=Ry(x,y,z)—Ry(x0,y,z)+%
Stad
of (¥
M:Ry(xo’y,z)

oy

Catkujac to réwnanie wzgledem zmiennej y otrzymujemy:

f(y,z) = j.Ry (xo,v,z)dv+g(z)

Yo
Co daje:

X

y
@(x.y.2) = IRx(u,y,z)du+IRy (x5, v,2)dv+g(z2)

X0 Yo

Zr6zniczkujmy powyzszg rownos¢ wzgledem z:



N Jy- aRy (xo,v,z)

0z 0z
Xo Yo

dv+g'(z)

I korzystajac z warunkéw koniecznych na istnienie potencjalu mozemy zapisac:

* OR Y
R (x,y,z)= J 9R (n y’Z)du+ J ok, (xo’v’z)dv+g'(z) =

ou ov
X0 Yo

stad:
8 '(Z) =R, (xo’ )’O’Z)

a po scatkowaniu:

= ij (xo,yo,w)dw+C

20

Ostatecznie dostajemy:

X y z
¢7(x, v, z) = IRx (u, Vs z)du + I R, (xo,v, z)dv + I R (xo, Yo w) dw+C
%o Yo Zy
Piszac na miejscy zmiennego punktu (X,y,z) punkt ustalony (xo, Yo» ZO) zauwazymy, ze

C= (p(xo, Yo» ZO) tzn., Zze wyraz wolny jest wartoscig potencjalu w punkcie przyjetym na

poczatku uktadu wspotrzednych. Ostatecznie zamiast zmiennych catkowania u,v,w piszemy
niekiedy te zmienne, ktére wystepuja w granicy gornej catek. Jest wtedy:

X

Y z
(a(x’y’z)_(”(xo’yo’zo) = J.Rx (x’ y’z)dX+IRy (xo’y’z)+IRz (xo’yo’z)

o Yo 20
Przyklad

Rozwazmy pole wektorowe R =—kr . ZnajdZmy potencjat tego pola. Niech M, bedzie
poczatkiem uktadu wspdtrzednych. Wobec tego:

xy, I J. dy+J. kz a’z—C—%k(xz+y2+zz)=C—%kr2
0

3.8 Rotacja pola wektorowego

Niech pole wektorowe R = (Rx, R, RZ) bedzie ré6zniczkowalne w pewnym obszarze.

Zwigzmy z tym polem w kazdym punkcie obszaru trzy liczby rowne réznicy pochodnych
czastkowych:



0p_9p
dy * 0z °
L
0z 0x
LN
ox 7 dy

Mozna wykaza¢, ze tak otrzymane pola liczb tworzg pole wektorowe, dla ktérego sa
kolejnymi wspétrzednymi w ortokartezjanskim uktadzie wspdtrzednych. Pole to oznaczamy
rot R . Wobec tego:

df OR OR
rotR: aRx_ y i+(6Rx_aszj+ Y_ai k
dy Oz 0z Ox Ox Oy

Pole powyzej zdefiniowane nazywamy rotacjg pola R i oznaczamy rot R. Polskim
odpowiednikiem nazwy rotacja jest wirowo$¢. Powyzszg definicje rotacji mozna przedstawic
w postaci wyznacznika:

rot R =

= S-’|Q) =

i
9
Ox
Rx

~

Operacja rot jest liniowa, tzn., ze zachodzi:
rot R, +rot R, = rot(R1 + R2)
CrotR = rot(CR)
gdzie R,R,,R; s3to dowolne rézniczkowalne we wspolnym obszarze pola wektorowe,
za$ C jest dowolng stalg.
3.9 Interpretacja kinematyczna rotacji.
W rozdziale 1.4.2 podalismy nastepujacg interpretacj¢ kinematyczng iloczynu wektorowego:

Jezeli ciato sztywne obraca si¢ z predkoscig katowa @ dookota osi, przechodzacej przez
punkt O, za$ wektror wodzacy o poczatku w O punktu M tego ciala oznaczymy przez r, to
predkos¢ liniowa punktu M wyrazi si¢ wzorem:

V=rxo

Oczywis$cie v jest polem predkos$ci; zaznaczymy to piszac v(M) . Obliczmy rotacje pola v(M).
Ot6z jezeli mamy:

r=xi+yj+:zk
0 =witwjtwk

to



i j k
vV=|x y z :(y@—zwy)i+(z@—x@)j+(x%—ya)x)k
W W
zas:

i J k
0 0 0 _

rot v = — — — =-20
Ox dy 0z

YO, =20, 2@, =X, X, = YO,

wobec czego:

1
W=——rotv
2

co odczytujemy:

predkos¢ katowa punktu poruszajace si¢ ciata sztywnego jest rOwna wzigtej z przeciwnym
znakiem rotacji predkosci liniowe;j.

3.10 Pole wektorowe bezwirowe.

Moéwimy, ze pole wektorowe R nie ma w obszarze wiréw czyli, Ze jest bezwirowe, gdy w tym
obszarze zachodzi:

rot R=0
Twierdzenie.
Pole potencjalne klasy C, jest bezwirowe.
Dowdd.

Istotnie, jezeli R = gradg , to

R:a¢ R:a_(o R:a¢

oxl Y 9y ¢ oz

1 wtdy zgodnie z definicjg rotacji:

rotgrad¢: i(%}-i a_¢ i+ i(%j—i(a_(oj j+ i a_¢ _i(%j Kk
Oy\ 0z ) 0z\ dy 0z\ 0x ) ox\ o0z Ox\ dy ) Ody\ ox

Potencjal pola jest klasy C,, wigc drugie pochodne mieszane wystepujace w powyzszych
nawiasach sg sobie réwne, a wigc:

rot grad@=0

Przyklad obliczeniowy



Tresé¢ zadania.

Dane jest pole wektorowe:
R= (—2xz -y*,2yz=2xy, y’ —xz)
Sprawdzi¢, czy jest ono potencjalne i znalez¢ potencjatl skalarowy.

Rozwiazanie.

Oznaczmy

R, =-2xz—y", R =2yz—=2xy, R =y’ =x

OR
rot R :%——y:2y—2y:0

y 0z
rot R = OR, _OR, = —2x—(—2x) =0
y 0z Ox
OR
rot, R = —= —%:—2)7—(—2)7):0
ox Oy

Rotacja : rot R=0 w catej przestrzeni, wiec R = grad@ , a

x y z
Q= J.Rx (x, y,z)dx+ I R, (xo, y,z)dy+IRz (xo, yo,z)dz+C
X0 Yo Z0

Niech M, = (0, 0,0) , wtedy:

o(x,y.2)=

S C— =

(—2xz—y2)dx+j.2yzdy+C: z(y2 —xz)—xy2 +C
0

3.11 Dywergencja pola wektorowego.

Niech pole wektorowe R bedzie rézniczkowalne w pewnym obszarze. Wtedy mozna z nim
zwigza¢ pewne pole skalarowe, zwane dywergencja pola wektorowego R, okreslone w danym

af OR
divR=aR" +— +aRZ

ox Ody Oz
Operacja ,,div” jest liniowa, tzn., ze zachodzi:
divR, +divR, =div (R, +R,)
Cdiv R =div (CR)

Gdzie R, R,, R, sato dowolne r6zniczkowalne we wspdolnym obszarze pola wektorowe, za$

C to dowolna stata.



Obliczmy dywergencje szczegdlnych rodzajow pdt wektorowych: pola potencjalnego oraz
pola rotacji dowolnego pola wektorowego. Wprowadzajac oznaczenie:

2 2 2
109,09, 0'p
x> ady* oz

lap qo(x, v, z)

W Itérym operator ,,lap” nazywa si¢ operatorem Laplace’a lub laplasjanem otrzymujemy:
Twierdzenie

Dywergencja r6zniczkowalnego pola potencjalnego jest rowna Laplasjanowi potencjatu:

2 2 2
0 q)+6 qo+6 @_
ox*> ady* 0z

div grad = lap ¢

Dowod.

Wobec zatozonej r6zniczkowalnosci pola jego potencjat jest dwukrotnie rozniczkowalny:

R =grad ¢ czylin=a—¢ R :6_(0 R :6_(0

ox’ Y 9y ¢ 0z

div grad ¢:i(a_¢j+i a_¢ +i(a_(oj
Ox\ 0x) Oy\dy) 0z\oz

wobec czego:

Cbdo.
Definicja.

Moéwimy, ze pole wektorowe R nie ma w obszarze zrddet, czyli jest bezzrédtowe, gdy w tym
obszarze zachodzi:

divR =0

Pole wektorowe bezzrédtowe nazywamy takze polem solenoidalnym..
Twierdzenie.
Pole rotacji dowolnego pola wektorowego klasy C, jest bezzrodtowe.

divrot R =0
Dowéd.
Istotnie, jezeli pole R jest klasy C,, to jego rotacja jest klasy C,, zas dywergencja tego pola
rotacji jest ciggta. Obliczmy ja:

. _0(0R. OR ) 9 (OR aRJ d (OR, 4R
diviotR=—| —2—— 22 |+ —| "z |4~ | 2" x
ox{ 0y 0z ) ay\ 4z odx ) dz\ ox 0y




Zastosowanie twierdzenia o kolejnosci rézniczkowania czastkowego do prawej strony
rownosci daje teze.

cbdo.
3.12 Operator Hamiltona.

Dla ujednolicenia teorii rézniczkowych operacji pierwszego rzgdu nad polami skalarowymi i
wektorowymi, tj. grad, div, rot, Hamilton wprowadzit pojecie operatora, ktérego dziatania
algebraivzne, zwykta mnozenie oraz mnozenie wektorowe i skalarowe sa identyczne z
trzema powyzszymi operacjami rézniczkowymi. Operator ten zany operatorem Hamiltona lub
nabla definiuje si¢ w ortokartecjanski uktadzie wspo6trzednych nastepujaco:

Latowo zauwazy¢, pami¢tajac o umowie zapisanej rOwnoscia, ze
Up=grad ¢, U*R=divR, OxR=rotR

Wynika to z nastepujace zapisu:

Dqg:(iai+ji+kij¢:‘a_¢+ 'a_¢+ka_¢
X

1 J
dy Oz Ox 0y 0z
OR
OsR= ii+ji+ki -(in+Rj+Rzk):aRx+ v R
ox "0y 0z ’ ox dy 0z

UxR =

i
9 9
Ox Oy
R, R,
Operator nabla mozna zpisa¢ inaczej:
Go(2 00
Ox Oy 0z
Ponizej zapiszemy wykorzystujac operator Hamiltona operacje:
Ox(0¢p)=(0x0)p=0
O« (0¢)=(0-0)p=0p
O« (OxR)=[0,0,R] =0
W pierwszej z powyzszych rdwnosci skorzystaliSmy z twierdzenia, ze iloczyn wektorowy

wektoréw kolinearnych jest rowny zeru, w drugiej rownosci, ze iloczyn skalarowy wektora
przez siebie jest rOwny kwadratowi dtugosci wektora, przy czym:



¥(.0 .0 0 .0 .0 g\ o0 o9 0
O =li—tj—+tk—|o|li—tj—+k— |=—5+—5+—
Ox ~0dy 0z Ox “0dy 0z) Ox~ 0y~ Oz

Jest operatorem Laplace’a , za§ w trzeciej rownosci skorzystaliSmy z twierdzenia, ze iloczyn
mieszany trzech wektorow komplanarnych jest rowny zeru.

3.13 Operacje wektorowe zlozone
W dalszym ciggu bedziemy pola skalarowe oznacza u(M), v(M), pola wektorowe za$ jak
dotychczas R, (M), R, (M), R, (M) . Obliczmy:
grad (uv) = grad (u)v +ugrad (v)
U (uv) = (Du) v+uly
nastepnie:
div(uR) = grad (u) *R+udivR
D(uR) =0ueR+ull*R
dale;j:
rot (uR) = (grad (u)) xR +urot R
U X(uR) = (Du)XR +u(|]><R)
Mozna wykaza¢ ponadto, ze:
R rot(uR) =uRe*rot R
Re[Ox(uR)]=Re[(Ou)xR+u(0xR)]=uR+(OxR)

W powyzszym réwnaniu pierwszy wyraz po prawej stronie rOwnosci staje si¢ rowny zeru, bo
jest to iloczyn mieszany, w ktérym wystepuje ten sam wektor.



