Wyktad Il

I. Algebra wektorow

2.1 lloczyn wektorowy pary wektorow.
2.1.1 Orientacja przestrzeni

Zatbzmy, ze trojka wektordw a, b i ¢ jest niekomplanarna. Wynika z tego, ze zaden z
tych wektoréw nie jest zerowy, zadne dwa nie sg kolinearne, a nawet, ze w
dowolnym uktadzie wspoétrzednych zachodzi nieréwnos¢:

a, a, a,
b, b, b|%0
(5 C C

Wprowadzmy geometryczng definicje orientacji trojki wektoréw niekomplanarnych:
Definicja.

Gdy trzy niekomplanarne wektory sg zaczepione w punkcie P i przez pierwszy i drugi
z nich poprowadzimy ptaszczyzne, w ktorej dodatnim kierunkiem obrotu niech bedzie
ten, ktéry w tej ptaszczyznie za pomocg obrotu o kat mniejszy od kata pétpetnego
skierowanie pierwszego z wektoréw w skierowanie drugiego z nich, to gdy patrzac na
tg ptaszczyzne zgodnie ze zwrotem trzeciego wektora stwierdzimy, ze wektor
pierwszy nalezy obroci¢ o kat poprzedni zdefiniowany w prawo, trojka wektorow a, b,
¢ ma orientacje prawa; w przeciwnym wypadku tréjka ma orientacje lewa.

Rys. 2.1 Zobrazowanie orientacji trojki wektorow

W szczegolnosci trojka wektordw i, j k ma swojg orientacje, ktorg utozsamiamy z
orientacjg uktadu wspotrzednych, a te z kolei z orientacjg przestrzeni. Uktad
wspétrzednych lewoskretny i prawoskretny przedstawia rys. 2.1.
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Rys. 2.2 Orientacja uktadu wspoétrzednych

Nie istnieje matematyczny sposdb poznawania, czy dana trojka wektorow ma w
sensie fizycznym orientacje prawa czy lewg. Mozna natomiast poznaé, ze orientacja
tréjki wektoréw a, b, ¢ jest zgodna z orientacjg przyjetego uktad wspotrzednych, czy
tez z nig niezgodna. Gdy orientacje wektorow i i uktad wspotrzednych sg zgodne, to
wyznacznik z wektoréw jest dodatni.

2.2 Predkosc¢ obrotowa punktéw ciata sztywnego.

Niech predkos¢ katowa ciata sztywnego, obracajgcego sie dokota osi przechodzgcej
przez punkt 0, bedzie dana wektorem predkosci katowej o, ktoéry odktadamy na
rownolegtej do niego osi obrotu.



Rys. 2.3 Potozenie wektoréw w ruchu obrotowym

Nich rozpatrywany punkt P bedzie koricem wektora r = OP . Punkt P jest odlegty od
osi obrotu o:

Ty = rsin(r,co)

W celu obliczenia predkosci liniowej v punktu P przy ruchu obrotowym zauwazymy,
ze dtugosc tego wektora wynosi:

V=1, = rwsin (r,(y))

A jego kierunek jest prostopadty do ptaszczyzny wyznaczonej przez punkt P i 0$
obrotu, a wiec:

vir vl

Dodatkowo obowigzuje umowa, ze zwrot wektora o jest taki, by tréjka wektorow
r,v,® miata orientacje taka, jak przyjety uktad wspotrzednych.

2.3 lloczyn wektorowy pary wektorow.

Niech w zorientowanej przestrzeni bedg dwa niekolinearne wektory a i b.

Definicja.



lloczynem wektorowym wektora a przez wektor b z nim nie kolinearny w
zorientowanej przestrzeni nazywamy wektor:

c=axb
ktérego dtugosc¢ réwna sie polu réwnolegtoboku rozpietego na tych wektorach.
¢ =absin (a,b)
a kierunek jest prostopadty do ptaszczyzny rozpietej na tych wektorach tj.:
cla cUb

Zas zwrot jest taki, by tréjka wektoréw a, b, ¢ miata orientacje zgodng z przyjeta
orientacjg przestrzeni.

lloczyn wektorowy wektora a i kolinearnego z nim wektora b definiujemy jako wektor
Zerowy.

Mozna zauwazy¢, ze w przypadku gdy wektory a i b sg kolinearne to kat pomiedzy
nimi jest réwny 0 lub 77 lub nie jest okreslony, gdy co najmniej jeden z nich jest
wektorem nieokreslonym (=0). Wtedy z réwnosci na dtugosc wektora ¢ wynika, ze
jest ona rébwna zero.

Z powyzszej definicji wynika, ze:
V=rXom
2.4 Wiasnosci iloczynu wektorowego.
Wtasnosé |
Mnozenie wektorowe dwu wektoréw jest przemienne.
Te ceche mnozenia wektorowego, ktora zapisuje sie réwnoscig:

axb:-{bxa)

Nazywamy skosng symetrig lub antyprzemienno$cia.
Witasnosé I

Mnozenie wektorowe jest fgczne wzgledem mnozenia przez liczbe, a mianowicie:
nﬂaXb):Omﬁxb

Wiasnosé Il

Mnozenie wektorowe jest rozdzielne wzgledem dodawania, tzn., ze

(a+b)xc=axc+bxc

2.5 lloczyn wektorowy przedstawiony za pomoca wspotrzednych wektorow.



Zanim przystgpimy do przedstawienia iloczynu wektorowego za pomocag
wspotrzednych wektoréw a=(a,.a,.a.) i b=(b,.b.b,) w ukladzie ortokartezjarskim,

obliczmy iloczyny wektorowe wersoréw tego uktadu. Z definicji iloczynu wektorowego
wynika, ze iloczyn wektorowy wektorow kolinearnych jest réwny zeru, wiec:

ixi=0 jxj=0 kxk=0

lloczyn réznych wersoréw tego uktadu obliczamy postugujgc sie definicjg iloczynu
wektorowego. Zrébmy to dla ixj : [ixj =1, kierunek wektora ix j jest prostopadty

do obu wektoréw i oraz j wobec czego jest kolinearny z wektorem Kk, a jako
jednostkowy jest réwny k lub —k. Warunek zgodnosci orientaciji tréjki wektoréw i, j,
ix jz orientacjg przestrzeni daje przy kazdej orientacji przestrzeni:

ixj=k jxi=-k

Zastosowanie przemiany cyklicznej daje moznos¢ tatwego zapamietania wzorow.
Wartosci iloczynéw wektorowych wersoréw uktadu wspétrzednych zestawimy w
skosnie symetrycznej tablicy:

Tablica 1

lloczyny wektorowe wersoréw uktadu

i j k
i 0 k -j
j -k 0 i
k j -i 0

Teraz mozna przystgpi¢ do efektywnego obliczania iloczynu wektorowego dwu
wektoréw za pomocg ich wspétrzednych. A mianowicie:

axb=(ai+aj+ak)x(bi+bj+bk)=abixi+abixj+
tabixk+ab jxitab jxjtab jxk+abkxi+
+tabkxj+abkxk = (aybZ —azby)i + (axbZ —asz)j+(axby —aybx)k =

Cly a,

ybz

a, Cly

b, b,

a a

1+

X| o

z +
b b

k

Powyzej przedstawiong rownos¢ mozna zapisa¢ wyznacznikiem, w ktérym jeden z
jego wierszy utworzony jest z wersoréw zamiast liczb, czyli:

i k
axb=|a,

b

X

J
Lly (1]-
b, b,

Dtugosc iloczynu wektorowego obliczamy postugujgc sie wzorem:
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|a><b|=J
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2.6 Kolinearnos¢ wektorow.

Z definicji iloczynu wektorowego wynika, ze dwa wektory sg kolinearne wtedy i tylko
wtedy, gdy ich iloczyn wektorowy jest rowny zeru, tzn. gdy:

axb=0

Jezeli ponadto zatozymy, ze wektory nie sg zerowe, to warunek ten jest warunkiem
réwnolegtosci wektorow. Warunek ten rozpisany we wspotrzednych wektoréw jest
rownowazny trzem niezaleznym réwnosciom:

ay a, a, a, a, ay
=0 = =
b, b, b, b, b, b,
lub tez potrojnej proporciji:
ﬂ:ﬂ:_z
b, b, b

Lub wreszcie warunkowi, by
a, a, a,
rzgd =1
b, b b,

Z iloczynu wektorowego wektorow niezerowych wynika sposéb obliczania sinusa
kata miedzy tymi wektorami:

Powyzszy wzor jest zwigzany ze wzorem na cosinus kata miedzy wektorami
tozsamoscia Lagrange’a, zachodzaca pomiedzy wyrazeniami zbudowanymi z
iloczynu wektorowego i skalarowego wektorow:

|a><b|2 =a’bh’ - (ab)2
Przyktad obliczeniowy

Tres¢ zadania

Obliczy¢ iloczyn wektorowy pary wektoréw a=(3,-2,4) i b=(5,-1,2) i sprawdzi¢ czy jest
on ortogonalny wzgledem obu wektorow.

Rozwiagzanie



i j kK
axb=[3 -2 4/=0i+14j+7k
5 -1 2

Ortogonalno$¢ wykazemy korzystajgc ze wzoréw:
ae(axb)=3%0-2%14+4%7=0
be(axb)=5%0-1%14+2%7=0

Cbdo.

Przyktad obliczeniowy

Tres¢ zadania.

Obliczy¢ sinus kata miedzy wektorami:

a=(3,-2,4) b=(5-12)
Rozwiazanie.
Wektory sg niezerowe, wiec:

a=29 b=430
Ich iloczyn wektorowy:
axb=(0,14,7)

wobec czego:

laxb|= Jor+142+72 =745
Ostatecznie mamy:

aXb| _ 17
ab 174

sin (a,b) =|

Przyktad obliczeniowy
Tres¢ zadania.
Przedstawi¢ wektor a=(1,3,2) jako iloczyn wektorowy dwu wektordw.
Rozwiazanie.

Oznaczmy szukane wektory przez b i ¢. Muszg one by¢ prostopadte do wektora a.
jeden z dwuparametrowej rodziny wektoréw b znajdziemy jako iloczyn wektorowy
wektora a i dowolnego (byle niekolinearnego z a) wektora. Niech bedzie nim wektor
d=(0,0,1). Jest wtedy:



axd= =3i-j=(3,-10)=b

O = e
O W e
— N

Jeden z mozliwych wektoréw ¢ niech bedzie prostopadty nie tylko do a ale i do b.
Bedzie wtedy:

i j k
c=Aaxb=A|l 3 2|=24i+61j-101k =(24,64,-101)
3 -1 0

Wspodtczynnik A tak dobierzemy, by:

a=bxc
Tzn. by:
i k
i+3j+2k={3 -1 0 |=104i+304j+204k
24 64 -104

Jest rownanie wektorowe o jednej niewiadomej skalarnej, czyli uktad trzech rownan
liniowych z jedng niewiadoma (na og6t uktad sprzeczny). Rozwigzaniem tego uktadu
jest A=1/10 . Stad:

13
b=(3,-1,0), = —,—,-1
(3.-10), ¢ (5 : j

Przyktad obliczeniowy
Tres¢ zadania.
Sprawdzi¢ tozsamos¢ Lagrange’a na przyktadzie wektoréw a=(3,4,5) i b=(-1,2,-3).

Rozwiazanie:

i j k
axb=|3 4 5|=-22i+4j+10k
-1 2 -3

stad
laxb|” =(-22)" +4% +10% =600

Po prawej stronie tozsamosci Lagrange’a wystepuja:



@’ =3 +42+52=50 b =(-1)"+22+(-3)" =14
asb=3%(-1)+4%2+5%(=3)=-10 (a+b) =100
L=600 P =50%14-100=600

L=P

2.7 lloczyny wielokrotne wektorow
2.7.1 lloczyn mieszany trojki wektorow.

Niech bedzie dana tr6jka wektorow a = (ax,ay,az), b= (bx,by,bz), c= (cx,cy,cz) :
Utwdrzmy ich iloczyn zwany iloczynem mieszanym:

ar
abc :[a,b,c] =ae (bXC)
W iloczynie mieszanym nalezy najpierw pomnozy¢ wektorowo przez siebie wektory b

i ¢, a nastepnie ich iloczyn wektorowy pomnozy¢ skalarowo przez wektor a.

lloczyn mieszany mozna przedstawi¢ w postaci wyznacznika, utworzonego ze
wspotrzednych ortokartezjanskich trzech wektoréw:

b, b,

CZ CX

y zZ|e

1+
¢, C,

b, b
it o Tk

¢, c,

bxc=

Zas z iloczynu skalarowego, ze

b, b,

¢, ¢

b, b,

c, ¢

z

b, b,

¢, c,

a, + a,+ a

z

ae (bxc) =

Co mozemy przedstawi¢ w postaci wzoru:

a

X ay az
[a,b,c]=|b, b, b,
¢,

c

X

Z teorii wyznacznikow wiadomo, ze cykliczne przestawienie wierszy w macierzy
wyznacznika stopnia trzeciego nie zmienia jego wartosci. Pozwala to na
stwierdzenie, ze:

ae (bxc) :(axb)' c=be (cxa) =—be (axc) =-ae (cxb) =—ce (bxa)
2.7.2 Objetos¢ rownolegtoscianu.

Niech rozpatrywane poprzednio trzy wektory majg wspélny poczatek O —rys. 1....



Rys. 2.4. Réwnolegtoscian rozpiety na trzech wektorach.

Rozepnijmy na nich réwnolegtoscian i obliczmy jego objetos¢. Pole podstawy jest
rowne polu réwnolegtoboku rozpietego na wektorach b i ¢, wiec jest réwne |bxc| :

Wysokos¢ h jest dtugosciag rzutu wektora a na kierunek prostopadty do podstawy,
wiec

h= a‘cos (a,bxc)‘
Wobec czego objeto$¢ V,  jest rbwna iloczynowi:

a|b><c

coS (a,b X c)‘

Czyli w zapisie wektorowym:



Ve = ‘[a,b,c]‘

Udowodnilismy, ze objetos¢ rownolegtoscianu rozpietego na trzech wektorach jest
réwna wartosci bezwzglednej ich iloczynu mieszanego.

Twierdzenie

Warunek niekomplanarnosci trzech wektoréw jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy
objetosc¢ réwnolegtoscianu rozpietego na tych trzech wektorach jest rézna od zera.

Przyktad obliczeniowy
Tres¢ zadania.
Obliczy¢ iloczyn mieszany tréjki wektorow a=(1,2,3), b=(4,5,6), c=(7,8,9).
Rozwiazanie.

Obliczamy:

<
I
I & =

2 3

5 6)=0

8 9

Okazuje sie, ze wektory a, b, ¢ tworzg réwnolegtoscian o objetosci réwnej zeru,
bowiem sg komplanarne.

2.7.4 Wtasnosci iloczynu mieszanego.

Wiasnosé |

Przestawienie w iloczynie mieszanym dwu kolejnych wektorow zmienia znak tego
iloczynu na przeciwny, np.:

[a,b,c] = —[b,a,c]
Wiasnosé Il

Pomnozenie iloczynu mieszanego przez liczbe jest rownowazne pomnozeniu przez
tg liczbe dowolnego z trzech mnozonych wektoréw, np.:

m[a,b,c] :[ma,b,c]
Wiasnosé lll

Jezeli jeden z wektoréw jest sumg dwu wektoréw, to iloczyn mieszany mozna
przedstawi¢ w postaci sumy dwu iloczyndéw, np.:

[a1 +az,b,c] = [al,b,c] +[a2,b,c]

Wiasnosé¢ IV



Jezeli jeden z wektordw jest kombinacjg liniowg pozostatych wektorow, to iloczyn
mieszany jest rowny zeru, np.:

[a,b,Aa +,ub] =0

Wiasnosé V

Jezeli iloczyn mieszany jest zerem, to co najmniej jeden (ale by¢ moze nie kazdy) z
wektoréw jest kombinacja liniowg dwu pozostatych, np. jezeli [a,b,c] =0 to

aa+fb+ye=0 przyczym a*+ > +y* >0 .
Wiasnosé VI

Jezeli do jednego z wektorow doda¢ kombinacje liniowg wektoréw pozostatych, to
iloczyn mieszany nie ulegnie zmianie, np.:

[a,b,c] = [a,b,c +Aa+ ,ub]

Przyktad obliczeniowy
Tres¢ zadania.
Niech a=(1,0,0), b=(0,1,0), c=(0,0,1). Oblicz iloczyn mieszany [2a-3b+c,a-b,a] .
Rozwiazanie.

Mozemy powyzszy iloczyn mieszany przedstawi¢ w postaci sumy 6 iloczynéw
mieszanych, z ktérych 5 jest réwnych zeru na mocy wtasnosci IV:

[2a—3b +c,a —b,a] = [Za,a,a] +[2a,-b,a] +[—3b,a,a] +[—3b,-b,a] +

0O 0 1
+[c,a,a] +[c--b,a] =[c,-b,a] =0 -1 0=1
1 0 O

2.7.5 Wyznacznik Grama.

Obliczmy iloczyn dwu iloczynéw mieszanych utworzonych z wektoréw a, b, ¢ oraz d,
e, f. W tym celu skorzystajmy z definicji mnozenia macierzy i twierdzenia Cauchy’ego
0 wyznaczniku iloczynu macierzy. Otrzymamy:

a a, alld, d, d| |asd ace a°f

X y z

[a,b,c][d,e,f]=|b, b, blle, e e|=|pbed bee bef

y

¢, ¢ cl|f. f, [ |eed cece c°f

x y

Szczegblnym przypadkiem iloczynow mieszanych jest kwadrat iloczynu mieszanego:



a*a a°b a-cc
[a,b,c] =|bea beb bec
c*a c°b cec

Wyznacznik po prawej stronie réwnosci nosi nazwe wyznacznika Grama.

2.7.6 Dwukrotny iloczyn wektorowy.

Obliczmy iloczyn (axb)xc poszukujac jego wspoirzednych. Mianowicie:

i j k
[ax(bXC)]Z(axi+ayj+aZk)><b b, b=

X y z
¢, ¢ c
b, b, b b b. b
:(ai+aj+ak)>< Y i+ i+ "k
* 4 z ¢, ¢ c. c, ¢, c,

Stad po wykonaniu mnozenia wektorowego otrzymujemy sume iloczynéw
wspotrzednych wektora przez odpowiednie wersory:

[ax(bxc)]x =b (a*c)-c (a*b)
[ax(bxc)]y =b,(asc)—c, (a*b)
[ax(bxc)l =b,(a*c)-c, (a*b)
Po zsumowaniu wspdétrzednych wektora otrzymujemy tozsamosc¢:
ax(bxc)=b(ac)-c(a*b)
2.7.7 Tozsamos¢ Laplace’a.

Powyzsza tozsamos¢ pozwala wyrazié¢ prosto nastepujacy iloczyn czterech
wektordéw:

(axb)e (cxd)=[axb,c,d] =[c,d,axb] =c+{a(d*b)-b(d+a)}
Co mozna zapisa¢ postugujac sie wyznacznikiem:

aec aed

(aXb)° (CXd) - bec bed

Rownos$¢ ta nosi nazwe tozsamosci Laplace’a. Jej szczegdlnym przypadkiem jest
znana juz tozsamos¢ Lagrange’a:

Przyktad obliczeniowy
Tres¢ zadania.

Sprawdzi¢ tozsamos$¢ Laplace’a dla wektorow:



a=(1,0,0)=i b=(0,,0)=j ¢=(0,0,1)=k
d=(LL1)=i+j+k

Rozwiazanie.

Po lewej stronie tozsamosci Laplace,a znajduje sie iloczyn skalarowy dwu iloczynéw
wektorowych:

axb=ixj=k cxd:kx@+j+k):_i+j
Wiec wartos¢ iloczynu skalarowego wynosi:
(axb)e(exd)=ke(-i+j)=0
Po prawej stronie wystepuje wyznacznik, ktérego elementami sg iloczyny skalarowe:
asc=i*k=0 a-d=i-(i+j+k)=1
bec=jek=0 bed=je(i+j+k)=1
Wartos¢ wyznacznika wynosi:

aec aed
bec bed

01
01
cbdo.



