Wyktad X

ROZWIAZANIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH Z WYKORZYSTANIEM
TRANSFORMACJI LAPLACE’A i FOURIERA- CIAG DALSZY

10. Konsolidacja potprzestrzeni konsolidujace pod dziataniem ruchomego obcigzenia
skupionego.

Rozwazmy péiprzestrzen konsolidujagcg z powierzchnig brzegowg przepuszczalng dla cieczy.
Przyjmijmy, ze w chwili t=0 do powierzchni brzegowej pétprzestrzeni zostato nagle przytozone
obciagzenie skupione, roztozone wzdtuz linii. Od momentu startu, obcigzenie porusza sie ze stata

predkoscig v wzdtuz osi x,. Schemat zagadnienia przedstawiono na rys. 10.1.
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Rys. 10.1. Schemat zagadnienia ptaskiego.
Zaktadamy, ze predkos¢ v jest mata i zagadnienie mozemy traktowaé jako quasistatyczne.
Punktem wyjscia rozwazan jest uktad podstawowych réwnan porosprezystosci Biota.
Zagadnienie bedzie traktowane jako ptaskie w ptaskim stanie odksztatcenia. Réwnania réwnowagi
wewnetrznej osrodka dwufazowego, z pominieciem sit masowych, maja posta¢ nastepujgca:

(Uu +U) 1 +01, =0, (10.1)
o152 +(022 +J)’2 =0.

Przy czym 0,,,0,,,0,, =0, sa wspblrzednymi tensora naprezenia szkieletu, a 0 =—pf jest

naprezeniem przenoszonym przez ciecz, odniesionym do jednostki powierzchni catkowitej elementu; p
oznacza cisnienie hydrostatyczne, a f wspoétczynnik porowatosci objetosciowej osrodka.
Zwigzki geometryczne, w przypadku ptaskiego stanu odksztatcenia, majg postac:

1
T U Ep =Wyl &y :E(u’z +W’1)’ (10.2)

E=§,t&y; O=U, W,
€

przemieszczenia odpowiednio w kierunku osi x, i x,, a U i W sa wspétrzednymi wektora

&

s €, = &, 0znaczajg wspotrzedne tensora odksztatcenia, u# i W sg wspotrzednymi wektora



przemieszczenia czgstek cieczy odpowiednio w kierunku osi x, i x, . Zwigzki fizyczne dla rozwazanego
osrodka przyjeto w postaci podanej przez [Biota, 1956]:

0, =2Ng, +00+ Ac,
0,, =2N&,, + 00+ A¢,

On =2N&,, (10.3)
0-13 = 0-31 = O’

g, = Ac+ 00,

o=0&c+R6,

gdzie A,N,Q,R sa statymi Biota rozwazanego o$rodka. Réwnania, (10.2) i (10.3) uzupelnia
rownanie przeptywu przez osrodek porowaty — réwnanie Biota Darcy’ego

k DZU—D_Q—E
0gf? Dt Dt’

(10.4)

przy czym k jest wspdtczynnikiem przepuszczalnosci Darcy’ego, 0g oznacza ciezar wtasciwy wody.

Oznaczajac C = — , rownanie przeptywu mozemy zapisa¢ w postaci:
D68 De
CPo=—-—. (10.5)
Dt Dt

Nalezy tutaj podkresli¢, ze dylatacja wystepujaca w powyzszych wzorach jest dylatacja pozorng
szkieletu, zwigzang z dylatacjg rzeczywistg prostym zwigzkiem:

e=(1-f)e. (10.6)

W dalszych rozwazaniach postuzymy sie inng postacig réwnania przeptywu. Wyeliminujemy z niego
wielkos¢ @ za pomocg ostatniego ze zwigzkéw fizycznych (10.3) i w wyniku otrzymamy:

CDZU:lﬂ_EE
R Dt R Dt’

(10.7)
gdzie H =Q+R.

Zbiorcze réwnania teorii konsolidacji wyrazimy w przemieszczeniach. W tym celu w rownania rbwnowagi
wewnetrznej (10.1) podstawimy zwigzki fizyczne (10.3), wykorzystamy zwigzki geometryczne (10.2) i
po uporzgdkowaniu wraz rownaniem przeptywu (10.4) napiszemy:

NO'u+(M +N)e, = —%0,1,
) H
NO*w+(M +N)g,2:—ia,2, (10.8)

CDZJ:lE—Eﬁ
R Dt R Dt
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Roéwnania (10.8) stanowig sprzezony uktad réwnan porosprezystosci Biota w przypadku
ptaskiego stanu odksztatcenia. Wyjsciowy uktad réwnan teorii konsolidacji M.A. Biota (10.8) zawiera
pierwsze pochodne wzgledem czasu, to nalezy poda¢ wartosci rozwazanych funkcji w chwili # =0.
Warunki poczgtkowe dla tego ukfadu rownan sprawiaty wielu badaczom powazne problemy. Szereg
autoréw (np. [Biot, 1956b], [McNamee i Gibson, 1960a] stosujgc do rozwigzania zagadnien
transformacje Laplace’a przyjmowali, ze w chwili # =0 poszukiwane funkcje réwnajg sie zeru w catym
badanym obszarze. Otrzymane prze nich rozwigzania nie spetniajg warunku poczatkowego. Podobnie
postepowalismy w poprzednich rozwigzaniach zagadnien jednowymiarowych. Mowimy w takim
przypadku, ze mamy do czynienia z efektami natychmiastowymi. Temu zagadnieniu poswiecona jest
praca [Derskiego, Kisiela, 1969]. Autorzy tej pracy przyjeli, ze w przypadku zagadnieh ptaskich istniejg
odksztatcenia natychmiastowe i ze wraz z nimi wystepuje natychmiastowe naprezenie cieczy O r6zne
od zera. Oznaczyli te funkcje wskaznikiem gérnym zero tzn.:

u(o) =u(x,y,t=0),
w(o) =w(x, y,t=0), (10.9)
ol :U(x,y,tZO),

Warunki te, jako funkcje miejsca, muszg wg cytowanej pracy [Derskiego, Kisiela, 1969] spetnia¢ ukfad
réwnan niezalezny od czasu:

N2 +(M +N) Y, = —%a(‘)) "
NP +(M +N) e, = _%o—,g” , (10.10)
c’o” =0

oraz warunki brzegowe. Dalej autorzy tej pracy stwierdzajg, ze istnienie tych funkcji mozna formalnie
uwzgledni¢ przy stosowaniu na uktadzie rownan transformacji Laplace’a okreslonej wzorem:

def % ]
(i #,0) = [ (u, w,0)e™"dr . (10.11)
0
Zagadnieniem niezgodnos$ci przyjetych warunkéw poczgtkowych z otrzymanymi wartosciami
poszukiwanych funkcji w zerze w uktadach rownan rézniczkowych zajmowat sie [Doetsch, 1964. Wedtug
Doetscha, wartosci poczatkowe wynikajg z przeszitosci uktadu fizycznego, opisanego przez réwnania

rézniczkowe. Sa to wartosci, z ktérymi uktad przechodzac od ujemnych t osigga chwile =0, Sg to
wiec wartosci:

F(-0), £2(-0). Fy(~0). £, (-0) ...

Wyjasnienie, ze wartosci te nie zawsze sg réwne wartosciom poczatkowym:
F (+0). F, (+0). £ (+0). F, (+0)...

to znaczy, ze przejscie od przesztosci do przysztosci w chwili # =0 moze nie byc¢ ciggte, jest wedtug
Doetscha nastepujace:
.Przyczyna nie lezy w wartosciach poczatkowych, ktore wynikaja z uktadu i dziatajacego w

przesztosci wzbudzenia, lecz na wzbudzeniu dziatajacym w czasie t =0, ktére w procesie
wigczenia wybieramy bez wziecia pod uwage uktadu. Gdy nowe funkcje wzbudzajace dla t =0
nie odpowiadajg funkcjom wzbudzajacym z przesztosci uktadu dla t <0, to znaczy, gdy w chwili
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t =0 wystepuja skoki, nie mozna sie dziwi¢, ze réwniez wartosci F,, I,, F,, I, ... zmieniaja sie
skokowo,...".

Doetsch stwierdza rowniez, ze mozna udowodni¢ fizyczng poprawnos$c¢ otrzymanych wartosci w czasie
t =40, jezeli stosujemy na uktadzie transformacje Laplace’a. Opisane niezgodnosci nie mogag
wystepowa¢ w dowolnym ukiadzie réwnan i stosujgc kryterium Doetscha mozna okresli¢, kiedy
otrzymane rozwigzania na pewno posiadajg przyjete wartosci poczatkowe.

| tak:

,Wartosci poczatkowe F, (+0), F, (+0), F, (+O), F, (+O), ... moga byé¢ zadane dowolnie witedy,

gdy wyznacznik ze wspofczynnikow przy najwyzszych pochodnych po czasie jest rozny od zera.
Gdy warunek ten jest spetniony, rozwigzania na pewno przyjmuja zadane wartosci poczatkowe.”
Za pomocg tego kryterium fatwo stwierdzimy, ze w przypadku uktadu rownan (10.10) kryterium to nie
jest spetnione, gdyz pochodne po czasie wystepujg tylko w trzecim réwnaniu. Skokowo przytozone
obcigzenie do powierzchni brzegowej (funkcja Heaviseid’a) wyjasnia, dlaczego w rozwigzaniach
przedstawionych w pracach [Konczaka, 1969, 1971, 1972, 1973], [Sobczynskiej, 1966, 1967, 1969] i
wielu innych badaczy istniejg osiadania rozne od zera wbrew przyjetym poczatkowo wartosciom.

Przyjmujgc za autorem pracy [Strzelecki, 1973], ze w chwili # = +0 istniejg osiadania natychmiastowe
i funkcja naprezenia hydrostatycznego cieczy, rézna od zera, oznaczymy te funkcje roéwniez

0)

wskaznikiem gérnym zero. Wedtug mnie funkcje u(O), " , ol powinny spetnia¢ nastepujacy uktad

réwnan, niezalezny od czasu:
N2 +(M +N) O, =01

NP +(M +N) ) =20 O (10.12)

0_(0)’2 — HE'(O),Z.

Poréwnujac powyzszy uktad réwnan z uktadem réwnan (10.10) zauwazymy, ze uktad rownan (10.12)
rézni sie od uktadu réwnan wyprowadzonego przez autorow pracy [Derski, Kisiel, 1969] réwnaniem

przeptywu.
Zajmijmy sie blizej tym réwnaniem. W postaci zaleznej od czasu réwnanie to ma postac:

(10.13)

D(*)
Dt

sg zalezne od predkosci przytozenia obcigzenia do p6tprzestrzeni konsolidujgcej v . Wiec:

przy czym oznacza pochodng masowg wzgledem czasu. W ogélnym przypadku funkcje 0 i €

Do _
Dt - J’t +vxla’x +vy10-’y +vzla’z 4
D (10.14)
&
= g’t +vx2£’x v 2£’ y +vz2£’z 4
Dt y Y

przy czym v, =(v,,v,,,V,)) oraz v, =(v,,V,,,v,,) sa wektorami predkosci zmiany naprezenia

hydrostatycznego O - dylatacji pozornej szkieletu £. Predkosci v, i v, sg zalezne od predkosci v

zmiany obcigzenia na powierzchni potprzestrzeni konsolidujacej. Gdy predkosé ruchu obcigzenia jest
mata (zagadnienie quasi-statyczne i statyczne) uwazamy, ze iloczyny:

Va0, 3 V0, 5V, 0, 5V

x1

£5X ’ vylg’y ’ v g

z1% 0z



sg mate i przyjmujemy réowne zero. W naszym rozpatrywanym przypadku predkos¢ Vv z jakg
przyktadamy obcigzenie do powierzchni brzegowej w chwili 7 =+0 jest nieskonczenie duza.
Uwzgledniajgc pionowy kierunek wektora predkosci v mozemy napisac:

v, =v,=0; VSV, =0 v,=v,=0.

x y z

Rownanie (10.13) sprowadza sie wiec w chwili # =+0 do postaci:

cra® =2 g0 2t o) (10.15)
R R 7

gdyz J(O) i E(O) nie zaleza od czasu wiec 0,50) = 8,50) =0. Podzielmy obie strony réwnania (10.15)

przez v, =v,, i obliczmy granice uzyskanego wyrazenia z Vi dazacym do nieskonczonosci:

(0)
o,
lim < %0 = lim Ry —%5‘0) (10.16)

vy - 00 VoS00 vy ’
yi Vyl ¥l

stad rownanie filtracji sprowadza sie w chwili # =+0 do postaci:
0’(y0) —Hé’,(yo) =0 (10.17)

Uktad réwnan (10.8) w interesujgcym nas przypadku musi spetnia¢ nastepujgce warunki graniczne:
Warunki brzegowe

1. naprezenia pionowe w szkielecie pod poruszajgca sie sitg skupiong wynosza:

0-22

oo~ PO(x—ve)n (1) (10.18)

gdzie 5(') oznacza delte Diraca, a /7(') funkcje Heaviseide’a.

2. Naprezenia styczne na powierzchni ograniczajgcej potprzestrzen konsolidujgcg sg réwne
zero:

O3] =0 =0; (10.19)

3. Naprezenia w cieczy na powierzchni ograniczajacej potprzestrzen konsolidujacg sg rowne
zero:

g

=0; (10.20)

x,=0 -

4. Przemieszczenie u w nieskonczonej odlegtosci od sity skupionej P jest réwne zeru:

u =0: (10.21)

Xy -0

XVt -

5. Przemieszczenie u w nieskonczononej odlegtosci od sity skupionej P jest réwne zeru:



w e =0; (10.22)

XVt » o0
6. Funkcja naprezenia w cieczy 0 w nieskonczonej odlegtosci od sity skupionej P jest rowne

zeru:

ol ... =0. (10.23)

Xt — e

Warunki poczatkowe.
Opierajac sie na kryterium Doetscha [] przyjmiemy warunki poczatkowe w postaci:

o e =0, (10.24)

Rozwazane przez nas zagadnienie brzegowe wygodnie rozwigza¢ jest w ruchomym uktadzie
odniesienia:

& =x s,
& =x, (10.25)
& =x,.

Stosujac w dalszym ciggu w opisie procesu pefzania zapis Einsteina bedziemy jednakze
pamietac, ze uktad rownan przyjety jest okreslony réwnaniami (10.8).
Uktad rownan w ruchomym uktadzie odniesienia sprowadza si¢ do postaci:

NO'u+(M +N)e, = —%a,l,
) H
NO*w+(M +N)£,2:—Ea,2, (10.26)

1 H . K H
CD20'=—0"—%0',1 e+

Warunki graniczne natomiast majg postac:

05, ‘fz=0: _PO_(‘(I)”(t)’

0-12

{2:0 = Os

g

£z =0, (10.27)

Ulg .o=0, W, =0, 0| ,=0,

& &~ & -

o - g =0,

Rozwigzania uktadu réwnan (10.26) z warunkami granicznymi (10.27) przeprowadzimy, stosujgc
transformacje Laplace’a:



L(u.w.0.6.0.0,.¢,)=(i.7.0.8.8.6,.8) (10.28)

i

Uwzgledniajac warunek poczatkowy w postaci zwigzku (10.24), rownania wyjsciowe liniowej teorii
konsolidacji w ruchomym uktadzie odniesienia po przeprowadzeniu transformacji Laplace’a, maja
postac:

NO%i+(M +N)& =—% T, s

2 x H
NO%Ww+(M +N)€’2=_§J’2’ (10.29)
C’o==-6--0, —%wHVg,l,

natomiast warunki brzegowe po wykonaniu przedstawienia catkowego Fouriera funkcji obciazenia,
wyrazaja sie zwigzkami:

= —i ]: p(a) e—ia-ﬁda’

g
2|a%0 2m:, s
Oi)6=0=0,
. (10.30)
0- "52:0:0’
Ul =0, W, =0, 0|, ,=0,
& oo & -0 & o

przy czym p(a’) jest przeksztatceniem zespolonym Fouriera funkcji obcigzenia.
Przejdzmy do rozwigzania uktadu rownan (10.29). Zrézniczkujmy pierwsze z rownan po El m drugie po

52 i dodajgc stronami, po uporzadkowaniu, otrzymujemy rownanie:

0’ =-K,0°F, (10.31)
H
gdzie K, =—————.
R(M +2N)
Wykonujgc nastepnie na rownaniu przeptywu obustronnie operacje Laplace’a otrzymujemy:
~ ~ . H > § ~
COPo =~ 026 -~ 0%, ——— P +2 0%, . (10.32)
R R R R

Korzystajgc ze zwigzku (10.31) i rGwnania (10.32) rugujemy z tego ostatniego funkcje obrazu dylatacji
& i mamy:

0* (06 -sKo +vKa,,) =0, (10.33)

R(M +2N)+H’

. K=
gazie C(M +2N)R?

Rozwigzanie rownania (10.33) ma postac¢:



G=9,+9,. (10.34)
Przy czym ¢1 jest funkcjg harmoniczna, spetniajgcg réwnanie:
%@, =0, (10.35)
natomiast @, jest rozwigzaniem réwnania:

0°@, —sK@, +vKP,, =0. (10.36)

Dla zbudowania rozwigzania szczegdllnego réwnan przemieszczeniowych (10.29) wprowadzmy
transformate Laplace’a funkcji potencjatu przemieszczenia ® zdefiniowang zwigzkami:

def def

= (‘D’l ; 1,_';; = (‘,]),2 . (10.37)

NI

Wstawiajgc zwigzki (10.37) do réwnan przemieszczeniowych (10.29), a nastepnie catkujgc pierwsze z
réwnan wzgledem El , a drugie po EZ dostajemy po uporzadkowaniu réwnanie Poissona:

’®=-K,&. (10.38)

Z uwagi na zwigzek (10.38) i postac¢ rozwigzania (10.34) funkcje ® zapiszemy w postaci:

d=0p +P,, (10.39)

przy czym @, jest funkcjg biharmoniczna, spetniajaca réwnanie:
0°®, =-K,@,, (10.40)
a 532 jest rozwigzaniem réwnania:

Dzd)z = _K1¢2

(10.41)
Rozwigzania (10.39), jak tatwo wykazac, spetniajg réwnania przemieszczeniowe (10.29) i rozprzezone

rownanie przeptywu (10.33), natomiast nie spetnia wyjsciowego rownania filtracji. Aby spetni¢ to
réwnanie, nalezy do rozwigzania potencjalnego doda¢ rozwigzanie jednorodnego uktadu rownan:

NO’i+(M +N)&, =0,

_ (10.42)
NO*Ww+(M +N)&,,=0.
Rozwigzanie uktadu (10.42) przyjmiemy w postaci funkcji Galerkina, zdefiniowanej zwigzkami:
Edef
u=ax,,,
w ? (10.43)
Ww=b’Y+aj.,,.



_ M+N — M +2N . o N : .
przy czym a =-— N b= —T, natomiast Y jest funkcjg biharmoniczng spetniajgca
réwnanie:

DZDZ;(:()_ (10.44)

Poszukiwane rozwigzania uktadu réwnan przemieszczeniowych (10.42) wyrazajg sie przy pomocy
sumy:

_%Ilz

+

<

1]
N
+
S
9
1]
Zh

(10.45)

Rozwigzania (8.151) musza spetnia¢ réwnanie przeptywu (10.29). Prowadzi to do dodatkowego
warunku wigzacego funkcje @, z funkcjg Galerkina Y , mianowicie:

- KCR
0% x., :T¢1' (10.46)

Funkcje wystepujgce w rozwigzaniu, przyjmiemy w postaci zespolonych catek Fouriera. Rozpoczniemy
od wyznaczenia funkcji & . Zgodnie ze wzorem (10.34), funkcja & jest sumg funkgji ¢1 i (52. Funkcje

@, przyjmiemy w postaci:

@, = %r [A(a.s)e™ e ™da. (10.47)

—00

O takim wyborze funkcji zdecydowat warunek, ze przy ¢, — © bez wzgledu na znak parametru

calkowania @ wszystkie funkcje wchodzace w skiad rozwigzania powinny zanikaé. Funkcja (0'2 ma
spetnia¢ rownanie (10.36) i wobec tego przyjmujemy ja w postaci:

&, :%T B(a,s)exp(—\/02 + Kiva + stz)exp(—iafl)da. (10.48)

W wyrazeniach (10.47) i (10.48) A(a,s) i B(a,s) sg nieznanymi funkcjami parametru @ iparametru

rézniczkowania s . Zgodnie ze wzorem (10.34) funkcje naprezenia & wyrazimy nastepujgco:

ﬁ=iw Ala,s)expl—|a|é, )+ Bla,s)exp —\/CJ’2+iKva’+Ks£2 exp(—iaé )da (10.49)
27T ?

Wykorzystujgc warunek brzegowy (10.20) otrzymujemy zwigzek:

B(a,s)=-A(a,s). (10.50)

Funkcja J po wyeliminowaniu ze wzoru (10.49) funkcji parametru B(a’,s) ma postac:

1
27

= T A(a,s)[exp(—|a| 52) —eXp(—\/a2 +iKva + stzﬂexp(—iafl)da. (10.51)



Przejdzmy nastepnie do okreslenia transformaty funkcji potencjatu dyfuzyjnego . Opierajac sie na
wzorze (10.39) widzimy, ze nalezy uprzednio wyznaczy¢ funkcie @, i ®,. Funkcja @, jest
biharmoniczna. Powinna spetnia¢ réwnanie (10.40). Rozwigzanie tego rdwnania ma postac:

- 1 3 _
P, :;TJ. aé,C(a,s)exp(-a¢,)exp(-iag)da . (10.52)

Po podstawieniu funkcji Cbl (10.52) do réwnanie (10.40) otrzymujemy zwigzek pomiedzy funkcja

parametru C(a,s) i A(a,s) w postaci:

K A|a,
C(a.s) _Kid(a.5) : (10.53)
2a|a
Po podstawieniu do (10.52) zaleznosci (10.53), dostajemy CTJI wyrazone catka:
-1 TK Ala.s)& .
b =— L9 2 exp(-|alé, )exp(-iaé )da. 10.54
Funkcije CTJ2 przyjmujemy w postaci zespolonej catki Fouriera:
~ 1 %
P, 2—ID a,s exp( \/a' +1Kva’+Ks£2)exp( za’fl) (10.55)
T

Po wykonaniu przepisanych rézniczkowan wzorem (10.41) dostajemy w wyniku zaleznos¢ pomiedzy
D(a,s) i A(a,s) . Zaleznosc¢ ta wyraza sie zwigzkiem:

K, Ala
D(a,s)=—L (a.5) : (10.56)
K vai+s
Funkcje Cbz mozna juz po uwzglednieniu zwigzku (10.56) zapisa¢ w nastepujgcy sposoéb:
G =l]3wexp(—\/a2 + Kvia + Ksé. )exp(—ia’f)da' (10.57)
P 2m K(vai+s) ’ 1

Ostatecznie transformate Laplace’a funkcji potencjatu dyfuzyjnego mozemy zapisa¢ w postaci
nastepujgcej, zespolonej catki Fouriera:

{KlA(a',s)q‘2

~ ®° 2la

() :i | |

2, KA(ays)
2(vai+s)

exp(-lalé,)
(10.58)

exp(—\/a'2 + Kvia + stz)}:xp(—ia'{1 )da

Pozostata do wyznaczenia transformata funkcji Galerkina Y . Przyjmiemy jg w postaci:



X= Lﬂ_‘. (a.s)+aé,G(a,s) ]exp( |a|g‘2)exp( iaé)da (10.59)

Podstawiajgc wyrazenia (10.59) i (10.47) do warunku (10.46) otrzymamy zalezno$¢:

G(a.5) = RKC Ala5)

10.60
2H & ( )
Funkcja Galerkina po uwzglednieniu relacji (10.60) w przestrzeni obrazu, wyraza sie catka:
1% RKC A(a,s)
Fla,s)+—— expl—|a expl—iaé )da 10.61
p=5 ]| Pl BEE A et Yoo (051)

Funkcje ® oraz XY okreslajg skladowe stanu odksztatcenia i za ich posrednictwem funkcje ﬁl.j , ktére

musza spetnia¢ zatozone warunki brzegowe (10.30). Rozwigzanie szczeg6lne, po wykorzystaniu
zwigzkéw geometrycznych (10.2), fizycznych (10.3) oraz zwigzku (10.37) ma nastepujgca postac:

J, = chb,11 +M 0°®,

H
0y, =2N®,, wMURZINO 12, (10.62)
0,=2N®,,.

Rozwigzanie ukfadu jednorodnego znajdziemy po wykorzystaniu zwigzkéw (10.2) , (10.3) i (10.33).
Maja one postac:

QIII

= MO8, ~2(M +N) Xy
3 =(3M +4N)P %, 2(M + N) Xy (10.63)
T, =(M+2N)P g, 2(M +N) X0y, -

Rozwigzanie ostateczne ma postac:

R
0

n =0, 0y,
J,, =0, +0,, (10.64)
0, =0, + 0,

Po podstawieniu wzoréw (10.62) i (10.63) odpowiednio zrézniczkowanych funkcji D i X okreslonych
wzorami (10.61) oraz podstawiajac EZ =0 otrzymamy:



00 2
1 {NKRC Ala.s)+ 2NK,A(a,s)a

0-22

-2Na@? |a|F(a,s)}*

220 omd | H K (vai+s)
*exp(-iaé))da,
5 :LT ~NK,A(a.s)a  NKRCA(a.s)|al (1+7)- (10.65)
12 520 2”-_oo |a,| Ha'

2NK,A(a,s)ava® + Kvia +Ks
K (via' + s)

~2Naa’F (a,s)+ ]exp(—ia{l)da.

Wykorzystanie warunkéw brzegowych (10.27) oraz wzordéw (10.65) prowadzi do liniowego uktadu
réwnan algebraicznych ze wzgledu na A(a’,s) [ F(a’,s) :

] 2 _
NKRC | _2NKa }A(a,s)—ZNa2|a|F(a,s) _ a2,
H K(vm +s) S

| NKa , NKRC|a]
|al Ha

(1+a)+ (10.66)

2NK1a\/a2'+ Kvia +Ks } Ala.s)+
K (vza' + s)

—2Naa’F (a,s) =0.
Po rozwigzaniu uktadu réwnan (10.66) otrzymujemy:

\/ng(a') (va'i+s)

sl:(vm'+s)a+g(a',s)b] ,

Ala,s)=- (10.67)

przy czym

g (a’,s) = |a| —\/0'2 + Kvia + Ks,
NKRC

a=NK, + a, (10.68)

, = 2NK,
K

Funkcje F(a,s) wyrazimy zwigzkiem:

A(a,s) _Ka N RKC|0'|
2aa’ |al H

(1+2)+ 2K,ava® + Kvia + Ks

F(a',s) - K(va'i+s)

(10.69)

Jak to juz wspomniano, p(a’) jest przeksztaiceniem Fouriera funkcji obcigzenia. Korzystajac z
przeksztatcenia catkowego Fouriera funkcji Diraca, mamy:

pla)= (10.70)

gl



gdzie P - obcigzenie na jednostke dtugosci [N /m] .
Podstawiajac (10.70) do wyrazenia (10.67) i wykonujgc proste przeksztatcenia algebraiczne, funkcje
A(a’,s) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

p s+vai+Aa* + Ala|\a® + Kvia + Ks

a s(s+va'i+Ba'2) , 1079

A(a’,s)=—

przy czym

12
azbh po2ab-bK
a a

Funkcje 6] (10.58) oraz ¥ (10.59) okreslajg sktadowe wektora przemieszczenia i i w. Korzystajgc

ze zwigzkéw (10.37) znajdziemy transformaty Laplace’a funkcji przemieszczenia dyfuzyjnego wiw.
A mianowicie:

=g ) S (e )

mexp(—q‘;\/a’ + Kvia + KS):|

~ 1 % K (1-¢,|a Kl\/a'z"'K a+ K 2 . %
e LA(a,a[wexp(-iaié)- KQaisy)oP(Ea +Kwa+K~v)}

Drugg czes$¢ rozwigzania i i W mozna wyznaczyé na podstawie zaleznosci (10.43). Po wykonaniu
przepisanych zaleznosciag (10.43) dziatan transformaty rozwigzan otrzymamy w postaci:

1 1[_ca Ala)(-lele)
2H a

5 +Ea|a|F(a,s)}*
exp( |a|52)exp( iaé))da

1 $| RKCb |a RKCa|a (10.73)
—j[ L (a,s)-TaLU(a,s)(z-|a|gz)+

+M:| exp(—|a'| fz)exp(—ia’fl)da'

Na podstawie zwigzkéw (10.39) i (10.51) rozwigzania ogdlne uktadu réwnan, dostajemy w postaci
nastepujgcych, zespolonych catek Fouriera:



Lz{[ RrKCa A(a.s)(1-|a]4,) KlfzaA(a’S)+5a|a|F(a,s)]*

i =
2 2H a 2|a

KlaA(a,s)
K(via' + s)

exp (—|a| 52) - exp(—fzx/a2 + Kvia + Ks )}exp (-iag)da

2Ha?

a K,
+f}exp(—|a|fz)—m\/a’ +sza'+Ksexp( > +sza’+Ks)}exp(—za'£1) ,

& :%TI, A(a',s)[exp(—|a'| g‘z)—«axp(—q‘z\/a2 + Kvia + Ks” exp(-ia&)da

(10.74)

przy czym A(a’,s) [ F(a’,s) sg okreslone wzorami (10.71) i (10.69). Obecnie zgodnie z zapowiedzg

wykazemy, ze funkcje (10.74) w chwili # =0 spetniajg uktad réwnan (10.12). Wykorzystamy w tym celu
twierdzenie Doetscha [], ktére méwi:

Jetel istnieje lim F (r), 10
lim F (r) = lim sF* ()" (10.75)

Po wykonaniu przejs¢ granicznych zgodnie z (10.75) otrzymujemy:

ul® TN {arctg(éj {HK1+(1+HK1)M+N} 262{12},
[1+HK +HK1} < N Ji+e
W0 - {—(1+HK)M+2N L exp(~lal &) exp(-ia€ ) dar+
477N{1+HK +HK} N —°°||
2
*[(1+HK1)M*N+HKJ - }
N FE
o0 = _ pH ¢,
ITN{(HHKI)M; +HKF1 ve
(10.76)

Jak tatwo sprawdzi¢ wypisane wyzej granice transformaty przemieszczen i funkcji naprezen
hydrostatycznych wyrazone wzorami (10.76) istotnie spetniajg uktad réwnan (10.12) z warunkami
brzegowymi (10.18) do (10.23).

Viil.2.1.1. Wyznaczenie funkcji osiadan powierzchni potprzestrzeni konsolidujacej.



Okreslenie w postaci jawnej wszystkich uzyskanych rozwigzan jest zadaniem trudnym i nie ma, moim
zadaniem, istotnego znaczenie w zastosowaniach inzynierskich. Znacznie tatwiej jest uzyskaé
rozwigzania metodami numerycznymi, co zostanie przedstawione w rozdziale IX.

W dalszym ciggu interesowa¢ nas bedzie wylgcznie osiadanie obcigzonej powierzchni. Okresla je
funkcjia w dla y =0. Uzyskane rozwigzanie dla funkcji osiadan moze petni¢ istotng role w zakresie

weryfikacji procedur numerycznych.
Transformata funkcji osiadan wyraza sie wzorem:

D % s+vai+Aa® +A|a|\/a2 + Kvia + Ks

4 _D Vg |
Mewo 5,0 a]s(s +vai+ Bar) exp(-iaé)da, (10.77)
p-_PERC(a-1)
przy czym D = S Ha )

Aby otrzymac poszukiwang funkcje osiadania wykonamy najpierw odwrotng transformacje Laplace’a na
funkcji w dla y =0 okreslong wzorem:

y+ico
w(é&.1) =L W (&, s)exp(=st)ds. (10.78)

2mi 2,

Nastepnie wykonamy przepisane wzorem (10.77) catkowanie wzgledem zmiennej @ . Jak tatwo
stwierdzi¢, w rozwigzaniu (10.77) wystepujg cafki typu:

[ =exp(-iag)da (10.79)

=l

ktore, jak wiadomo (patrz [Sobczynska, 1966]) dla kazdego ograniczonego & réwnajg sie

nieskonczonosci. Zatem w dalszym postepowaniu zajmiemy sie okresleniem wzglednego osiadania
powierzchni pétprzestrzeni. Otrzymamy je poprzez wprowadzenie dodatkowego warunku, ze dla

¢, ==+l gdzie [ jest dowolnie duze, ﬂ/(il) =0. Powyzsze zatozenie jest spetnieniem warunku
brzegowego (10.23). Stad mamy:

2%

D ]" s+vai+Aa® + AlaNa® + Kvia + Ks

- e |a'|s(s+va'i+Ba'2) (exp(-iaé)—exp(-ial))da.  (10.80)

—00

Dla lepszej przejrzystosci przy obliczaniu catek, wystepujacych we wzorze (10.80) zapiszemy go w
postaci:

przy czym:

L=D(I+d+mi +1v), (10.81)

W
&=0

gdzie



1 7 s(exp(—ia’fl)—exp(—ial)) i

2715, |als(s+via +Ba’)
iI:Lwva'i(exp(—iaqﬂ)—exp(—ial)) o
25, a|s(s+via+Ba?)
-1 % Aa*(exp(-ia&) —exp(-ial)) (10.82)
1l =— da
2, |als (s+vza'+Ba'2)
w= L A|a|x/a + Kvia + Ks (exp( ia&)—exp(- zal)) .

:2” |0’| (s+vza'+Ba' )

Po uwzglednieniu wynikdw catkowania i uporzadkowaniu otrzymujemy ostatecznie wzér na osiadanie
wzgledne potprzestrzeni konsolidujacej:

W& )0_ 87TND,

F(L-0L)+F(1,-1,)+F ( Q—5+g»,

przy czym:

fl

(10.83)



_ilm (& +vr) &
IA_lﬁ(glwr)exp(— B JEf( \/EJd
_rilm (14v) 1 +vT
IA_!T r(l+vr)eXp( 4Br JE#( \/Ejdr’
0 1 (El+vr) K
1,= - dr,
’ '([\/BK(t—r)+r rexl{ A[BK (t-1)+71] ‘
T 1 (l+vr) K
IB_! BK (- r)+r\/?eXp( A[BK(t-T1 +r]
Iczivgexp fl+vt JErf( \/7 \/_ fl+w ] r
e ;;—%(Hw}w{ ; C“f”)]d
o VT
il (P[BK(-1)+7] v [BEG=1)*r VK (g+w)
b _l Nl BK B(‘iﬂt)jErf{B K 2JBK(i-1)+1 a
twm (V[BK(t-1)+7] BK(t-1)+1  JK(I+w)
e B(“”)]Erf{g K a0
(10.84)
gdzie:
s(1+ K )N
F,=- ,
[(1+HK1)M;N+HKI}
HKI—(1+HK1)M;N XN
i 4 \/HK1(1+HK1)(M+N)'
_HKI—(1+HK1)M;N
F,=-
HK1+(1+HK1)M;N
_HKI -(1+ HKI)M;N}
Fy=-=
4HK1(1+HK1)M+N
4HK, (1+ HKI)M
B=

T
K{HK1+(1+HK1)M+N}



M+N

p=- N
M +2N

Zajmiemy sie badaniem zbieznos$ci catek wystepujgcych w rozwigzaniu oraz zbadaniem zachowania
sie funkcji osiadania w przypadkach granicznych. W wymienionym wzorze wystepuja cztery grupy catek
0 podobnej budowie. Nie ma potrzeby, zatem analizowa¢ wszystkich catek, lecz jedynie
reprezentatywne dla grup, a mianowicie:

A= j%exp(—%} dar,

0

N 1 _ (&0)K .
AZ_'([\/;\/BK(t—T)+Texp( 4[BK(t—r)+r]]d’

:j. NE +Vr)exp{ %JE#( ﬁjj}r
+ (zw)exp[-%w(i;;_g
A= Ivﬁr{exp{;j;_%(é +v,)}E,fc v \f JK( glm }

_exp|:Bz l(l+vT}Erfc{ \/7 \/—HW }}dr

Sprawdzmy najpierw, czy wymienione catki sg zbiezne przy dowolnych El z wytgczeniem punktu El =

(10.85)

UU

, tzn. punktu, w ktérym znajduje sie obcigzenie przy T — 0. Zajmiemy sie najpierw badaniem
zbieznosci catek A, i A,. W tym celu zapiszmy je w innej postaci. Dokonujgc w obydwu catkach
podstawienia:

1
—=A.
Jr
Otrzymamy
v 2
| (51 +2j KA*
=2 j —exp| - 7 dA (10.86)
S



exp| - dA. (10.87)
7/, A\BlaA® +(1- BK) 4[31(;/12 (1- BK) ]

A=

Do badania zbieznosci tych catek zastosujemy kryterium catki niewtasciwej Cauchy’ego, ktore gtosi:
~Jezeli istnieje taka wartosé p >1, dla ktérej iloczyn [ (/1)/1” pozostaje ograniczony, gdy

A — oo to badana catka jest bezwzglednie zbiezna”.

Spetnienie tego warunku gwarantuje istnienie skofczonej granicy:

lim f(4)A” <eo. (10.88)

Przyjmujac w przypadku catek A, i A,, p =2 badamy granice:

BKt +

e
E{},AGXP - 1 =0, (10.89)
v 2
(fﬁ/lzj k EK
lim exp| — = exp(— L j<00. (10.90)
Ao 1_;_[2;[( 4{KBt+1_/‘le} JBKt 4KBt

Widzimy zatem, ze obie catki w badanym obszarze sg ograniczone. Zbadamy nastepnie zbieznos¢ caiki
A, Dla utatwienia dowodu rozbijmy catke A, na dwie catki A, i A;:

j' [ +7) exp[ %]Erf( ZJEJ
Jivon{ L2 o225

i (& +vr) & T
Ag—.[—[(fl +vr)exp{ T 4Br JErfc(z—sz+

(10.91)

o INT

_[(z +vr)exp[—%] Erfc[i i :L/;%Hdr,

(10.92)

przy czym:



A = A +A,. (10.93)

Jezeli calki A, i A, SA zbiezne, to na mocy podstawowego twierdzenia o zbieznosci catek []:

JezZeli zbiene sq catki IF (x)dx i IG(x)dx to zbiezna jest catka H:F (x) + G(x)]dx i
0 0 0

T[F(x)iG(x)]dx=TF(x)dx“—“TG(x)dx (10.94)

0

Do zbadania zbieznoSci tej calki skorzystamy z kryterium Cauchu’ego dla przypadku, gdy
funkcja podcatkowa posiada osobliwos¢ w jednej z granic catkowania. Kryterium to glosi:

8

,Catka IF (x)dx, dla ktorej dolna granica jest punktem osobliwym, jest zbieina
P

bezwzglednie, jezeli istnieje taka liczba a <1, ze istnieje granica:

lim
xop

(p-=x) F(x)‘ <o, (10.95)

Zbadajmy najpierw zbiezno$§¢ catki A,. Jezeli skorzystamy z rozwiniecia asymptotycznego
funkcji Erfc(z) (patrz [Rizik, Gradstein, 1964]):

Erfe(z) :%exp(—zz)i (10.96)
0

Oraz przyjmiemy, ze a = 12 to na podstawie wymienionego kryterium nalezy zbada¢ granice:

=0 (10.97)

. 2\Br
lim

o T

1 2Br 3*4* B*r? 1 2Br  3%4*PBr?
—| 1+ 2+ 7 +.oo|==[1+ 2+ Z +.o.n
T (&+vr) (& +vr) r| (1+vr) (1+v1)

Calka A, jest wiec bezwzglednie zbiezna. Funkcja podcatkowa, catki A, ma identyczna
budowe, jak catka A,. Postgpujac analogicznie jak z catka A, latwo wykazaé, ze catka A, jest
rowniez bezwzglednie zbiezna. Z tego wynika , ze catka A, na podstawie cytowanego
twierdzenia (8.200) jest bezwzglednie zbiezna. Do badania zbieznos$ci catki A, skorzystamy z
tego samego kryterium, co w przypadku catki A, . Korzystajac z rozwigzania asymptotycznego
funkcji Erfe(z) (8.203) oraz przyjmujac o 2% to na podstawie wymienionego kryterium
(8.201) nalezy zbada¢ granice:



‘ 2BVK o _(fl+vr)2K
“0\/_‘71[2vr—191<(51 +vr)] p{ ar J

=i

[T

1+

| 2BJK [_(l+vr)2 KJ

_‘N[ZVT—BK(Z'FVT):I exp A

]

(10.98)

T

Z tego wynika, ze funkcja A, dla badanego obszaru jest bezwzglednie zbiezna. W ten sposob
wykazali$my, ze catki wchodzace w sktad wzoru sa bezwzglednie zbiezne dla é, Z0.
Zbadamy nastepnie jak zachowuja si¢ funkcje podcatkowe, gdy & — 0. Jak fatwo stwierdzi¢,
granica funkcji podcatkowych dla & — O jest skonczona. Funkcja osiadan ma jednak w
punkcie przylozenia obciazenia, osobliwo$¢ typu logarytmicznego. Dla wartosci &, réznych od
zera w przedziale (—l, [ ) osiadania sg ograniczone.

Zbadamy nast¢pnie jak zachowuje si¢ funkcja osiadan gdy predko$¢ przemieszczania si¢
obciazenia dazy do zera. Przechodzac do granicy przy v — 0 z wyrazeniem (10.98) otrzymamy:

2 2
w(&.t)feo = =21 ){Fl —E{—fl j+E( ZKJ+
v=0 TIND, 4t 4t (10.99)

8
A1)+ R (1-1)]

S
!

przy czym



. e~ & ié,

Ia‘!\/;‘(lexf’( 4BrjE'f(2\/EJdT’

g _ (N _r il

k ‘{Flexp( 4BJE’f e

4K Jdr

- ! exp| —

b _!:\/;JBK(t—r)+r p( A[KB(t-1)+T]
i 1 B I’K

E _lx/?,/BK(r—r)ﬂeXp( 4[KB(t—r)+r:|de'

Ei (—C) oznacza funkcje wykladniczo-catkowa, ktérej przedstawienie catkowe ma postac

Poréwnujac otrzymany rezultat z osiadaniem wzglednym w(fl, t)‘{ " powierzchni brzegowej

pOtprzestrzeni konsolidujacej obliczonym w przypadku dziatania obcigzenia skupionego
[Strzelecki, 1874b] widaé, ze wzory te sg identyczne.

Zbadamy nastepnie osiadania polprzestrzeni konsolidujacej w chwili # =+0. Po wykonaniu
przejscia granicznego we wzorze Biad! Nie mozna odnalezé zrédta odwotania. z ¢ — 0
otrzymujemy:

_ p(M+2N)(1+HK)) "

27‘[N{(1+HK1)M+N+HK1}

S

w(&t) 1k

(10.100)

Latwo mozna stwierdzi¢, ze wzor (10.100) pokrywa si¢ z rozwigzaniem (10.77) oczywiscie po
uwzglednieniu wpiecia dla & =+/ = ne (fl) i wykonania catkowania wzgledem @ .

Zbadajmy nastgpnie osiadania dla ¢ - o. Rozpatrzymy je w ruchomym uktadzie
wspotrzednych. Zauwazymy, ze funkcje podcatkowe catek wchodzacych w sktad wzoru:

I. -1/, I,-1, zaleza w sposob jawny od f i przy ¢ — c maja w granicy warto$¢ zero.

Ostatecznie osiadanie po czasie t — © wyraza si¢ wzorem:



el g o 257
T;/J_!( +VT)eXP{ % E’f(l(iljBlrr)J (l+vr)exp{ (l+VT)] r]{ U"’”)J]

| ! (6 +v) K (1+v)
*%i%”zlﬁm{e"P['4[3K(r—r>+rﬂ'e""[ HBK(i=r)er ﬂ

(10.101)

}i_,lgw(é’t)‘é:O =~ 875\]5 {FO In
|

Jak wykazano wczes$niej wystepujace we wzorze (10.101) calki sg zbiezne w catym przedziale
zmiennej t(O, 00) , wiec sg zbiezne w przypadku catki:

S=j ! exp| — (fl-'-vr)ZK —exp| — (l+vr)2K dr. (10.102)
o NTBK (1-7)+T 4[BK(1-1)+7] 4] BK (t-1)+1]

Zauwazymy, ze przy t — o funkcja podcatkowa dazy do zera. Pozostawimy jednak te funkcje
w rozwigzaniu (10.101), gdyz w szczeg6lnym przypadku, gdy f - O, tzn, gdy mamy do
czynienia z oSrodkiem sprezystym nieporowatym, catka S ma warto$¢ skonczong. Rozpatrzmy
blizej ten przypadek. Zauwazymy, ze przy f — O stata B rOwna si¢ zero 1 wowczas korzystajac
z tablic catek [] mamy:

t 2
lim S | =lim exp 51 —exp K =-2In
t >0 t—~°00T 4T 4T

W przypadku f # 0, catka lim S = 0. Funkcja osiadan Blad! Nie mozna odnalez¢ zrodta odwotania.

t—o0
51

S

: 10.103
; ( )

posiada w punkcie ¢, =0 osobliwos¢ typu In|=-|. Dla pozostatych & w przedziale (—l,l) wartosci

funkcji sa ograniczone. Opierajac sie na pracy [Doetscha, 1964] mozemy wiec stwierdzi¢, ze otrzymane
rozwigzanie Btad! Nie mozna odnalez¢ zrédta odwotania. jest stateczne i posiada tzw. statecznosé
niewtasciwa.

Zbadamy jeszcze przebieg osiadania, gdy ¢ — © i v - 0. W tym przypadku wzdér
(10.101) przyjmuje postac:

w(fl,t)é:o:_p(M"'ZN){ 1+ HK, + ! }lni+
o 27N | (M +N)(1+HK,)-HK, 4(M+N)| |I (10.104)

Jril +lim F 1,
00

przy czym:



_r. 1 & &) _r 1
Il_‘([r T[gﬁexp( 4BZ’JErf(Z2\/Ej lexp( 4BTJErf(l2\/EHdT’

AP S i

Jak fatwo wykaza¢, przy f — O catka I, dazy do zera, a catka I,, jak to wykazano wyzej ma

warto$¢ —21n

% . Ostatecznie wiec osiadanie wzgledne powierzchni wyraza si¢ wowczas

WZOorem:
w({)z—i(l—v)lni. (10.105)
6=’ G !
o
F-0

Uwzgledniono tutaj, ze M odpowiada w tym przypadku statej Lamego A, a N odpowiada
modutowi odksztalcenia postaciowego G . Jak wida¢, osiadania wzgledne wyrazone wzorem
(10.105) odpowiadaja $cisle rozwigzaniu Flamanda z teorii sprezysto$ci [Nowacki, 1970].
Wykonane przejscia graniczne pod znakiem catki sg dopuszczalne z uwagi na fakt, ze badane
wyrazenia spetniajg wymagane dla takiej operacji warunki co wykazano w pracy [Strzelecki,
1973c].



