Wyktad |
I. Algebra wektorow

Wyktad opracowany na podstawie ksigzki Tadeusza Trajdosa-Wrébla ,Matematyka
dla Inzynieréow”, Wydawnictwo Naukowo-Techniczne, Warszawa

.1 Wektor swobodny

Definicja wektora.

Wektorem PK nazywamy skierowany od punktu P do punktu K odcinek o poczatku
P i koncu K.

Punkt P okre$lamy poczatkiem tego wektora, zas K jego kohcem. Zamiast
méwic ,odcinek skierowany” mozna méwic ,para punktow” — wowczas pierwszym
punktem jest poczatek wektora , a drugim jego koniec. Na rysunku, aby zaznaczy¢
skierowanie odcinka uzywamy strzafki.

Poczatek wektora PK i jego koniec charakteryzujg sie trzema wspotrzednymi:
P=(xp,yp,zp) K=(xk,yk,zk)

Tych sze$¢ liczb charakteryzujgcych wektor PK , mozna zastgpic¢ innym opisem
wektora:

1) Trzech liczb charakteryzujgcych punkt P
2) Odlegtosci punktéw P i K zwanej diugoscig wektora PK oznaczang
symbolem ‘ﬁ(‘ , gdzie

PR|= (=) # (=) (e -2)

3) Kierunku wyznaczonego punktami P i K tzn. cechy prostej przechodzacej
przez dwa punkty

4) Zwrotu, polegajgcego na wyborze jednej z dwu czesci prostej, okreslajacej
kierunek, a przechodzgcej przez dzielgcy ja punkt P.

Definicja wektora zerowego.

Wektor PP , ktérego koniec pokrywa sie z poczatkiem nazywamy wektorem
zerowym i oznaczamy 0 .

Definicja wektorow réwnorzednych.

Dwa wektory ﬁ i P,K, nazywamy wektorami rownowaznymi, jezeli odcinki
faczgce poczatek jednego z nich z kornicem drugiego potowig sie.



Rys. 1.1 Wektory rownowazne

Wynika z tego, ze dwa wektory rbwnowazne majg identyczne: dtugosé, kierunek,
zwrot zas rozne majg poczatki.

Definicja wektora swobodnego

Wektorem swobodnym a nazywamy niepusty zbior wszystkich rownowaznych sobie
wektorow.

Definicja przedstawiciela zbioru wektora swobodnego

Wektor PK nalezgcy do zbioru wektoréw a sobie réwnowaznych, nazywamy
przedstawicielem tego zbioru, albo przedstawicielem wektora swobodnego a.

Nastepujacy zapis:
a=PK

Nalezy rozumieC w sensie podanej definicji, a nie w sensie utozsamiania elementu
zbioru z samym zbiorem. Kazdy wektor swobodny ma doktadnie jednego
przedstawiciela o danym poczatku.

Zapis:
a=b

nalezy rozumie¢ w sensie identycznosci obu zbiorow, czyli identycznosci wektorow
swobodnych wystepujgcych w powyzszej rownosci.

W dalszym ciggu rozwazan dotyczacych wektoréw swobodnych, wektor swobodny a
nazywac bedziemy wektorem a. Twierdzenia i definicje bedziemy formutowac dla
wektora swobodnego, natomiast dowody tych twierdzen oraz ich interpretacje
geometryczne bedziemy przeprowadzg na przedstawicielach wektora a.

Definicja rzutu wektora na prosta

Rzutem wektora a na prostg | o danym kierunku nazywamy taki wektor a, , ktory jest
rzutem przedstawiciela wektora a na prosta |I.

Ortokartezjanskie wspotrzedne wektora

Jak wiadomo, wektor swobodny a charakteryzuje jego dtugos¢ a oraz skierowanie
czyli kierunek i zwrot.



Skierowanie wektora jest dane , gdy znane sg trzy katy a , B ,y , jakie ten wektor
tworzy z osiami ortokartezjanskiego9 uktad wspotrzednych:

a=D(a,x),8:D(a,y)y:D(a,z)

Rozwazmy przedstawiciel wektora a — wektor OA , ktérego poczatek pokrywa sie z
poczatkiem uktadu odniesienia. Wsp6trzedne wektora a wzgledem osi
ortokartezjanskiego uktadu odniesienia mozna wyrazi¢ za pomoca katéw a , 3 ,y

oraz dtugosci wektora — a=|a|:
a,=acosq a, = acos B a, =acosy

Latwo zauwazy¢, ze wspotrzedne wektora a wzgledem uktadu sg jednoczesnie
wspotrzednymi punktu A:

A= (ax,ay,az)
Jezeli wektor PK jest przedstawicielem wektora a, to réznice wspétrzednych punktu
K'i punktu P sg réwne wspotrzednym wektora a wzgledem uktadu czyli:

a,=x,—x

X

» ay=yk—yp az=zk—zp

Znajac ortokartezjanskie wspotrzedne dowolnego przedstawiciela wektora
swobodnego a mozemy stosujg twierdzenia Pitagorasa obliczy¢ diugos$¢ wektora a:

a=.lal+a; +a’
Wektorowi swobodnemu a odpowiada jednoznacznie trojka wspoétrzednych a,,a ,a,
CO zapisujemy:
a=(ax,ay,az)

Gdy wektor a jest zerowy, to jego wszystkie wspéirzedne sg zerami, a kierunek jest
nieokreslony.

Przyktad obliczeniowy 1
Tres¢ zadania:
Wektor a ma poczatek P o wspoirzednych (1,-2,3) i koniec o wspdtrzednych

(5.4,-1) . Obliczy¢ jego diugos¢ oraz katy jakie tworzy z osiami uktadu
ortokartezjanskiego.

Rozwiazanie:

Obliczamy wspétrzedne wektora:

a, =x,—x,=5-1=4, ay=yk—yp=4—(—2):6, a, =z, —z,=-1-3=-4



Dlugos¢ wektora a=(4,6,-4) wynosi:

a=.la +a +al =\[4+6"+

Kosinusy katéw, jakie tworzy wektor a z osiami uktadu wspétrzednych:

4
cosq=—=+=——=0,484
217
cos —_Y—L:()ng
a 2\/ﬁ ’
-4
cosy=—2=——=-0,484
217

1.2 Kombinacje liniowe wektoréw.

1.2.1 Definicja lloczynu wektora i liczby

lloczynem wektora a i liczby m nazywamy wektor ma, ktérego dtugosc rowna sie:
[m*al=[a[*|m|=/m[*a

Kierunek ma jest identyczny z kierunkiem a, za$ zwrot jest identyczny ze zwrotem a
gdy m jest liczbg dodatnig, przeciwny gdy m jest liczbg ujemng. Ponadto
przyjmujemy, ze:

0a=0 m*0=0

Z definicji iloczynu wektora i liczby m*a wynika wtasnos$¢ dotyczaca rzutu iloczynu
m*a na dowolng o$ s:

Rzuts(m*a)=m*Rzuts(a)

Co odczytujemy: rzut iloczynu liczby i wektora na os$ s jest rowny iloczynowi tej
liczby przez rzut tego wektora na os s.

Mnozenie liczby i wektora podlega prawu tgcznosci mnozenia:
m(na)=(mn)a
Odpowiednikiem analitycznym mnozenia wektora a=(a,,a,.a,) przez liczbe m jest
mnozenie przez te liczbe kazdej wspétrzednej wektora co zapisujemy wzorem:
m*a=(max,may,maz)
W szczegdblnosci, gdy m=-1 otrzymujemy w wyniku mnozenia wektor:

-1*a=-a



Zwany wektorem przeciwnym do a.
Przyktad obliczeniowy 2
Tres¢ zadania:
Dany jest wektor a=(«/§,—1,—1) . Znalez¢ wektor -2*a i katy jakie on tworzy z osiami
uktadu wspétrzednych.
Rozwiazanie:
Z definicji iloczynu liczby i wektora wynika, ze

2*a=(-2a,,-2a,,2a.) =(-2v2,2,2)

Dtugosc¢ tego wektora wynosi:

2al-l-2al-2"lal=2|(+2) +(-1)" +(-1)’ =4
Wobec czego katy sg nastepujace:
a=135" B=60" y=60°
Wersor wektora
Wektor a mozna przedstawi¢ w zaleznosci od jego dtugo$ci i jego wersora:
a=a*a’

lub jezeli a#0 :
a’=2
a

Powyzsza zalezno$¢ pozwala przedstawi¢ wersor wektora a za pomocg kosinusow
katéw, jakie ten wektor tworzy z osiami:

a’= (cos a,cos 3,cos y)
1.2.2 Suma wektorow
Niech beda dane wektory a=(a,.a,.a,) ib=(b,.b,.5,). Okreslmy operacje zwang
dodawaniem wektorow, dajaca w wyniku wektor ¢=(c,.c,.c, ), bedacy ich suma co
zapisujemy:

a+b=c

Dodawanie wektorow ma nastepujgce wtasnosci:
1) przemiennos$c¢

a+b=b+a



2) tacznosc¢
(a+b)+c=a+(b+c)
3) rozdzielno$¢ wzgledem mnozenia przez liczbe
m(a+b)=ma+mb

Przy dodawaniu do siebie kilku wektoréw tworzymy tancuch wektorow, w
ktorym poczatek nastepnego wektora pokrywa sie z koncem wektora poprzedniego.
Wektor zamykajgcy jest sumg tych wektorow.

z

7

Rys. 1.2 Suma wektorow

Sumowanie wektoréw polega na sumowaniu ich wspétrzednych:
a+b=(a, +b,.a,+b,.a,+b,)
1.2.3 Kombinacja liniowa wektorow

Niech bedg wektory a1,az,...... ,ak. Pomn6zmy kazdy z nich przez dowolng liczbe 4,
(i=1,2,....,k) i dodajmy do siebie:

k

My ats f, ac+....... + M, A=) [ a
i=1

Powyzsze wyrazenia nazywamy kombinacjg liniowg wektorow ai (i=1,2,....,k).

Wektory ai (i=1,2,....,k) nazywamy liniowo od siebie zaleznymi, jezeli istnieje
kombinacja liniowa tych wektorow o wspotrzednych nie wszystkich réwnych zeru,
bedaca réwng zeru:

k k
Yua0 (Yul>0)
i=1 i=1

Powyzsze réwnanie jest rownowazne dla n=3 uktadowi trzech réwnan skalarowych:



M atx+ [, @xx+..... [, ax=0

M, aty+ [, @xy+..... [, aky=0
M Atz+ [, A2z+..... M, az=0

Jezeli liczba wektordéw jest wieksza niz 3 (w przestrzeni tréjwymiarowej) to
oczywiscie powyzszy ukfad ma rozwigzanie niezerowe, z czego wynika, ze cztery
wektory sg zawsze od siebie liniowo zalezne, wiec sposrdd tych czterech wektoréw
co najmniej jeden da sie przedstawi¢ jako kombinacja liniowa wektorow pozostatych.

Jezeli jest nim wektor a4 to:
as=/A a1+, a2+ 4, as
Utwdrzmy kombinacje liniowg trzech wektoréw a,b,c i przyrownujmy do zera:
A a+u b+v ¢c=0
Czyli:
Aa, +pa, +va, =0
Ab, + b, +vb, =0
Ac, + e, +ve, =0

Powyzszy uktad réwnan jednorodnych wzgledem niewiadomych A, 1,V ma wtedy i

tylko wtedy rozwigzanie niezerowe, gdy wyznacznik charakterystyczny uktadu jest
rowny zeru, tzn. gdy:

a.a,a,

b.b, b, |=0

Trzy wektory zalezne nazywamy wektorami komplanarnymi. . Jezeli trzy wektory a,
b, ¢c sg komplanarne, tzn. gdy:

A a+ b+v ¢c=0 (/]2+/12+V2>0)

lgdy v#0 to

=—i a—ﬁ b=wa+d b
Vv Vv

Wobwczas wszystkie trzy wektory lezg w jednej ptaszczyznie i wiasnie dlatego
nazywajg sie komplanarnymi.

Przyktad obliczeniowy 3

Tres¢ zadania:



Dane sg dwa wektory:
a=(-1,5,4) b=(0,4,1)
Znalez¢ wektor komplanarny (liniowo zalezny) z tymi wektorami.
Rozwiazanie:
Komplanarny z a i b sg wektory:
ci=0, cc=wa, c3=0 b
np.:
c2=(-2,10,8) oraz ¢3=(0,-4,-1)

Zbidér wszystkich wektorow komplanarnych z wektorami a i b najogélniej mozna
zapisa¢ w postaci:

c=wa+ b= (au, +db,,an, +db,,au, +3b,)
np. gdy w=2id=-1 to:
c=2a-b=(-2,6,7)

Dwa wektory liniowo zalezne nazywamy wektorami kolinearnymi. Warunkiem
kolinearnosci jest warunek, zeby macierz wspétrzednych obu wektorow:

a.a,a,
bbb,

Byta rzedu najwyzej 1. Warunek ten jest konieczny i wystarczajgcy dla kolinearnosci.

Aby dwa wektory a i b byty kolinearne musi by¢ spetniony warunek:
A a+u b=0 (/12 + >0)

Gdy u#0 to:

A
=-—a=wa

U
jezeli oba wektory sg zamocowane w jednym punkcie, wtedy lezg na jednej proste;j.
1.3 lloczyn skalarowy dwéch wektorow

1.3.1 Definicja

lloczynem skalarowym niezerowych wektoréw a i b oznaczonym a*b lub ab
nazywamy liczbe rowng iloczynowi diugosci kazdego z tych wektoréw i cosinusa kata
zawartego pomiedzy nimi.

ab=abcos (a)



1.3.2 lloczyn skalarowy posiada wiasnosci:

Wtasnosé |.
Mnozenie skalarowe wektoréw jest przemienne:
ab=ba

Wtasnosé Il.

Mnozenie skalarowe jest tgczne wzgledem mnozenia przez liczbe.
m(ab)=(ma)b

Wtasnosé lll.

Mnozenie skalarowe jest rozdzielne wzgledem dodawania.
(a+b)c=ac+bc

Zamiast iloczynu skalarowego wektora przez siebie mozemy postugiwac sie
kwadratem wektora:

a’=aa=a’
1.3.3 Ortogonalnos¢ wektorow:

Dwa wektory a i b nazywamy wzajemnie ortogonalnymi, gdy ich iloczyn skalarowy
jest rbwny zeru, wiec

ab=0
Z powyzszej definicji wynika, ze wektor zerowy jest ortogonalny do kazdego wektora.
1.3.4 Nierownos¢ Cauchy’ego - Buniakowskiego

Nierownoscig Cauchy’ego — Buniakowskiego nazywa sie wzér pozwalajgcy
oszacowac¢ modut iloczynu skalarnego:

|ab|<=ab
Powyzsza nierownos¢ wynika bezposrednio z definicji iloczynu skalarowego.

Obliczmy kat miedzy niezerowymi wektorami a i b postugujac sie iloczynem
skalarowym:

cos(a,b) = ab/ab

Z nieréwnosci Cauchy’ego — Buniakowskiego wynika, ze dla dowolnych niezerowych
wektoréw a i b kat (a,b) miedzy tymi wektorami spetnia nierébwnos¢:

|cos(a,b)|<=1

1.3.5 lloczyn skalarowy przedstawiony za pomoca wspotrzednych wektorow



Rozpatrzmy dwa wektory a=(a,.a,.a.) ib=(b,.5,.b,) ortokartezjanskim uktadzie

wspétrzednych x,y,z. Mozanje zapisa¢ zapomocg wersorow i,j,k jako ich kombinacje
liniowe:

a=aitajtak b=bi+thj+tbk

Aby obliczy¢ iloczyn skalarowy tych wektoréw skorzystamy z nastepujgcej wtasnosci
iloczynu:

Kombinacja liniowa wektoréw mnozy sie przez siebie skalarowo traktujgc znak
mnozenia i znak dodawania tak jak w algebrze liczb wiec np.:

(Aa+ub)o(ve+ad)=Avace+Aaaocd+uvboc+ pabod

lloczyny dwéch réznych wersoréw sposréd podanych jest zerem gdyz sg one
wzgledem siebie prostopadte:

ioj=jok =koi=0

Natomiast iloczyn wersora przez siebie jest jednoscia.
ioi=|i’|=1
Wiec prawdziwe jest twierdzenie, ze iloczyn skalarowy dwu wektoréw wyraza sie
wzorem:
acb=ab +ab +a.b,

Warunek ortogonalnosci dwu wektoréw a i b ma postac:

ab +ab +ab =0
oraz wzér na cosinus kata miedzy niezerowymi wektorami a i b ma wartosc¢:
ab +ab +ab,

2 2 2 2 2 2
Ja2 +a +a2 b2 +b? +b;

cos(a,b) =

Przyktad obliczeniowy 4
Tres¢ zadania.

Obliczy¢ iloczyn skalarowy dwu wektoréw a=(3,5,-4), b=2i-4j+k oraz kat miedzy tymi
wektorami.

Rozwiazanie.
lloczyn skalarowy:
acb=ab, +ab +ab =302+50(-4)+(-4)o1=-18

Dtugosc¢ wektordw:



a=\la’+a’+a’ =3 +5" +(-4)" =52
b=\ b2 +b2 +b7 =2 +(-4)" +1* =21

Wiec cosinus kata:

ach _ -18 _ 3J42 0554

ab 542 35

cos(a,b) =

[l (a,b) = arc cos (—%} = arc cos (—0,554)



