Wyktad 0
Wprowadzenie
0.1 Réwnania rézniczkowe zwyczajne
Réwnanie postaci:
dy(x
d(x)=f(x,y(x)) 0.1)

Gdzie f(x, y) jest funkcjg dwdch zmiennych okreslong i ciggta w pewnym obszarze ptaskim D,

nazywamy réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego. Ogdlniej réwnaniem
rézniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego nazywamy rownanie postaci:

F(x,y,y')=0

Gdzie F jest funkcja trzech zmiennych x, y, y’ okreslong i ciggtag w pewnym obszarze przestrzennym.
Rozwigzaniem lub catkg réwnania (0.1) nazywamy kazda funkcje y(x) rézniczkowalng w pewny
przedziale |, ktére wykres lezy w obszarze D i ktéra spetnia warunek:

y'(x) = f(x,y(x)) dla kazdego xU1

Krzywa y=y(x) nazywamy krzywg catkowa, lub krécej catkg rownania rézniczkowego (0.1). Rozwigzaé
lub scatkowaé réwnanie (0.1) znaczy znalez¢ wszystkie jego catki.

Przykfad 1
Rozwigzac rownanie:

y'= 3x* =2
Funkcja

y=x -2x

W przedziale —00 < x <co jest catka tego réwnania. Podobnie funkcje y = x*=2x+c sacatkami
przy dowolnych wartOsciach c. Istnieje wiec rodzina krzywych catkowych.

Przyktad 2
Rozwigzac réwnanie:
xy'+3x-2y=0
Funkcja
y=cx’+3x

W przedziale —00 < x <0 jest catkg tego rownania przy dowolnych wartosciach c.
Przyktad 3

Rozwigza¢ réwnanie:



Funkcja
y =\rr=x"i y= —rr=-x

W przedziale —r < x <r sg catkami tego rdwnania gdzie r jest dowolng stata dodatnia.

Ogdlnie rownania w postaci:
F(x, v, y',...y(")) =0 (0.2)

Gdzie F jest funkcjg n+2 zmiennych x, vy, y’, ...., y(") okreslong i ciggta w pewnym obszarze (n+2)
d"y

n ’

wymiarowym i gdzie y(") oznacza pochodna nazywamy réwnanie rozniczkowym zwyczajnym
rzedu n. Catke tego réwnania okreslamy podobnie jak w przypadku n=1.
Przyktad 4
Rozwigzac réwnanie:
xy'+y'=0
Funkcja

y=¢ 1n|x|+c2

W przedziale —o0 <x <0 i 0 <x <o y jest catkg tego réwnania przy dowolnych wartosciach ¢, i c,

0.2 Przyktady zagadnien prowadzacych do réwnan rézniczkowych.

Przedstawione zostang trzy zagadnienia, ktérych rozwigzanie prowadzi do catkowania rownan
rézniczkowych.

Zadanie 1

Ciato state o masie m, zanurzone w cieczy, rozpuszcza sie jak uczy doswiadczenie z predkosciag
proporcjonalng do ilosci ciata nierozpuszczonego. Niech y=y(t) oznacza ilo$¢ ciata rozpuszczonego w
czasie t. Pytanie jak y zalezy od czasu t?

» . » d
Ilos¢ ciata nie rozpuszczonego po uptywie czasu t rowna sie m-y, predko$é rozpuszczania jest 7}) ,
1

szukamy wiec funkcji y=y(t) spetniajgcej rownanie rozniczkowe zwyczajne:

Gdzie A jest stalym wspdétczynnikiem proporcjonalnosci.

Rozwigzanie réwnania ma postac:



y=m—ce™
Gdzie c jest dowolng stata.
Zatézmy, ze rozpuszczanie zaczeto sie w chwili t=0, wiec dla t=0 mamy y=0 skad m-c=0 czyli c=m.
Przy tym warunku poczatkowym rozwigzanie ma postac:

y=m(1—e"") dla 0<t<o

Zadanie ll

Na punkt materialny m poruszajgcy sie po osi x niech dziata sita sprezysta proporcjonalna do
odlegtosci punktu m od punktu statego 0. Pytanie, jaki ruch odbywa punkt m po wychyleniu z
potozenie rGwnowagi 0 do punktu A, gdzie OA =d.

Niech x=x(t) bedzie odlegtoscig punktu m od punktu 0 w chwili t. Sita dziatajaca na punkt m rowna sie

d’x
iloczynowi masy m przez przyspieszenie —F, wiec szukamy funkcji x=x(t) spetniajgcej réwnanie
t
rézniczkowe:
d*x
—m—2 =
dt
Gdzie A jest pewng statg dodatnia.
Oznaczajac a’ == otrzymujemy:
m
d’x
—+ a’x=0
dt

Jest to réwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu drugiego. Czytelnik moze sprawdzi¢, ze funkcja
X =casinat+c,acosat spetnia to réwnanie przy dowolnych statych wartosciach ¢, i c, .

Zatézmy teraz, ze czas liczymy od chwili najwiekszego wychylenia, tj., ze dla t=0 mamy x=d, zatem

d
¢, =— . Predkos¢ ruchu :
a

dx _ .
Z =—cacosat+c,asmat

Niech réwna sie zeru w chwili t=0, wiec ¢, =0 .
Zatem
x=dcosat

2
Punkt m odbywa wiec ruch okresowy harmoniczny o amplitudzie d i okresie T = — .
a

Zadanie lll



Przyktady rozwigzan zadan dwuwymiarowych w oparciu o aproksymacje Dupuit .

Zagadnienia przeptywu ustalonego przy zasilaniu bocznym - przeptyw wody przez
groble.

Grobla zbudowana z gruntu jednorodnego i izotropowego o wspétczynniku filtracji k
spoczywa na poziomo utozonym stropie warstwy nieprzepuszczalnej (rys. 0.1).

Rys. 0.1 Schemat zadania — przeptyw wody przez groble.

Szerokos$c¢ grobli wynosi 1m, natomiast dtugosc¢ |. Poziom wody po jednej stronie grobli
H,, natomiast po drugiejH,. Przeptyw wody przez groble jest ustalony.

Wyznaczymy poziom zwierciadta wody w grobli oraz wydatek przeptywajgcej przez groble
wody.

WYynosi

Linie prgdu w tym przypadku wygladajg tak, jak to pokazano na (rys. 0.2).

k
||

linfe prqdu

:

powierzchnie podziahuy

Rys. 0.2 Linie pradu i powierzchnie przekroju.




Wida¢ wiec, ze podziat obszaru filtracji przekrojami pionowymi prostopadtymi do brzegu
nieprzepuszczalnego odpowiada zatozeniom teorii Dupuit. Predkos¢ filtracji w odlegtosci x od
poczatku uktadu wspétrzednych wyniesie:

V= d—H (0.3)
dx
Wydatek przypadajgcy na 1mb grobli jest réwny:
g=Fv= kHﬂ =const . (0.4)
ax

Rozwigzujac powyzsze rownanie rézniczkowe zwyczajne metodg rozdzielenia zmiennych,
otrzymamy:

H= (——qx+cj (0.5)
Uwzgledniajgc warunek brzegowy:
dla x=0,H=H,
oraz x=l;H=H,,

wyznaczymy state ¢ oraz wydatek q w réwnaniu (0.5):

— 2
c=H/,

(0.6)

Roéwnanie opisujace powierzchnie swobodng zwierciadta wody ma wiec w postac:



Rozktad predkosci filtracji wzdtuz drogi przeptywu przedstawia sie nastepujgco:

k H!-H;

21 \/le _(le _sz))lc .

1%

Doptyw do studni w warstwie o zwierciadle swobodnym przy zasilaniu bocznym.

Rozwigzemy doptyw do studni o zwierciadle swobodnym (rys.0.3) przy nastepujgcych
zatozeniach:
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Rys. 0.3 Schemat zadania — doptyw cieczy niescisliwej do studni.

studnia o promieniu r lezy na srodku wyspy o promieniu R,

warstwa wodonosna o wspétczynniku filtracji k jest jednorodna i izotropowa,

strop warstwy nieprzepuszczalnej jest utozony poziomo,

studnia siega spgagu warstwy przepuszczalnej (studnia zupetna) i jest do niej

prostopadta,
przed pompowaniem zwierciadto cieczy jest poziome,
na brzegach wyspy poziom wody wzgledem stropu warstwy nieprzepuszczalnej

wynosi H,,
o wstudni H,,
a przeptyw jest ustalony i laminarny.
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Zaznaczmy na rys. 0.4 przebieg linii prgdu dla rozwigzywanego zadania.



- - — linie prqdu

powierzchnie podzialu

Rys 0.4. Przebieg linii pradu.

Obszar filtracji w tym przypadku podzielimy pionowymi, wspotosiowymi ze studnig
powierzchniami. Predkos¢ filtracji w odlegtosci r od osi studni wyniesie:

Y= kd_H ,
dr
wydatek natomiast bedzie réwny:
0= ZWde—H.
dr

Rozwigzujac powyzsze réwnanie rézniczkowe metoda rozdzielenia zmiennych otrzymamy:

H:ngnr+c. (0.9)
Tk

Warunki brzegowe dla rozpatrywanego przypadku sg nastepujace:

dla r=r,; H=H,

oraz r=R; H=H,.



Uwzgledniajgc powyzsze warunki uzyskujemy réwnanie opisujgce powierzchnie zwierciadta
wody w postaci:

r
In—
H= |H!-(H}-H) ;3 (0.10)
In—
Ty
oraz wzér na wydatek doptywajgcego do studni:
\H} -H;
Q:—( 1R 0), (0.11)
In—
o
natomiast predkosc filtracji wyrazi sie wzorem:
2 _ ry2
V= k(Hl HO) . (0.12)
R
R In—
2 |H?-(H2-H2) !
o lnﬂ
o

0.3 Réwnania rézniczkowe czastkowe.
Funkcje trzech lub wiecej zmiennych.

Funkcje trzech zmiennych f(x,y,z) i ogdlnie funkcje o zmiennych f(xl,xz,x3,....xn) okreslamy w

zbiorze przestrzennym E podobnie jak funkcje jednej czy dwu zmiennych. Analogicznie tez okreslamy
granice i ciggtosc tych funkcji. Zachowujg waznosc¢ twierdzenia o granicy i ciggtosci sumy, réznicy,
iloczynu i ilorazu dwu funkcji.

Definicja pochodnej czastkowe;.

Niech f(x,y,z) bedzie funkcjg okreslong w otoczeniu punktu (xo, Yo» ZO) . Pochodng czgstkowa tej

funkcji wzgledem x w punkcie (xo, Yos ZO) nazywany pochodna funkgji f(x, Yos ZO) jednej zmiennej

X W punkcie X, . Okreslamy jg przez :

9

fx(xO’yO’ZO) lub o



of . d
Analogicznie okreslamy pochodne czgstkowe ai i 6_f funkcji f (x, v, Z) oraz pochodne czastkowe
y 0z

funkcji f(xl,xz,...,xn) .

Przykfad 1

Niech
f(x, y,z) =2x —xy’ +4yz

Obliczamy pochodne czgstkowe:

Pochodne czgstkowe pochodnych czgstkowych nazywamy pochodnymi czgstkowymi wyzszych
rzedoéw. Przez

ap+q+rf
0x"0y?0z"

Lub

fosur(%3.2)

oznaczamy pochodng czgstkowa rzedu p+q+r funkcji f(x,y,z) otrzymang rézniczkowaniem najpierw r
razy wzgledem z, nastepnie g razy wzgledem y i wreszcie p razy wzgledem x. Jezeli wszystkie
pochodne rzedu n s3 ciggte, to porzadek rézniczkowania nie ma wptywu na wartos$¢ tych
pochodnych.

Funkcje u(x, v, Z) klasy C, spetniajgcg w pewnym obszarze réwnanie:
u,tu, +tu, =0
Nazywamy funkcjg harmoniczng trzech zmiennych.

Pochodne czastkowe funkcji ztozonej.

Niech funkcje u = (0(x, y) iv= w(x, y) bedg okreslona jest funkcja z=f(u,v). Wéwczas wzor:

z=flo(x.y).w(xy)] (0.13)

Okresla w obszarze D funkcje ztozong zmiennych x i y. Mozemy wykaza¢, ze :



Jezeli funkcje qﬂ(x, y) i l/l(x, y) maja pochodne czgstkowe w punkcie P o wspétrzednych x,y oraz
funkcja f(u, v) ma w otoczeniu punktu (u,v) gdzie u = qﬂ(x, y) , vV =l/l(x, y) , pochodne

czastkowe ciggte to funkcja ztozona (0.13) ma w punkcie P pochodne czgstkowe wyrazone wzorami:

3 _3fou o 0v 3z _of du O o

, . (0.14)
Ox Ouodx Ovox 0dy Oudy Ovay

Jezeli funkcje f, @, {/ maja drugie pochodne czgstkowe wdéwczas wzory (0.14) mozna stosowac do z,

iz, iobliczy¢ z_,z ,z_  .Np.

W Sxy
Zo = Sy ¥ 2L 00, F LV f + vy
Przyktad obliczeniowy
Niech
z=ulnv

Gdzie u=3x-y, v=x" + y2 . W mys$l wzoru (0.14) mamy:

%:3lnv+£2x:3ln(x2+y2)+2x 3x7y ,

ox v X +y
%=—1lnv+z2y=—ln(x2 +y2)+2y X7y
y v Xy

Rézniczki funkcji dwu lub wiecej zmiennych.

Niech f(x,y) bedzie funkcjg okreslong w otoczeniu punktu F, (xo, yo) i rézniczkowalng w tym
punkcie. lloczyny:

&

of
—d
Ox Y

dy

b

Gzie dx i dy s3 dowolnymi przyrostami, a pochodne s obliczone w punkcie F, , nazywamy

rézniczkami czgstkowymi funkcji f(x,y) w punkcie F,.

Sume rézniczek czgstkowych oznaczamy przez df:

df :a—fdx+a—fdy (0.15)
0x dy

| nazywamy rdézniczka zupetng funkcji f w punkcie P.
Rozniczke zupetng funkcji n zmiennych f (xl,xz,....xn) okreslamy analogicznie jako sume n

rézniczek czastkowych:

df:a—fdxl+a—fdx2+aidx3+ ........ + & (0.16)
Ox, Ox, Ox, X

W2zér Taylora dla funkcji dwu i wiecej zmiennych.



Niech f(x, y) bedzie funkcjg klasy C, w pewnym obszarze zawierajacym odcinek o koricach
A(x,,y,) i B(x, +h, y, +k) . Na odcinku AB znajduie sie taki punkt C (x, +6h, y, + k) ,ze

f(x0 +hy, + k) wyraza sie wzorem:

df+d2f+ + d"f +R

f(x0+h,y0+k):f(x0,y0)+T TR =) (0.17)
Gdzie
p
of of 1( o of
df =| —h+—k | , R =—| —h+—k
Ox Oy ol ax dy

| gdzie pochodne funkcji f w wyrazeniach d” f dla V <n s3 obliczone w punkcie (xo, yo) ,

pochodne rzedu n w reszcie R, sa obliczone w punkcie (xo +6h,y, + Hk) .
Maksima i minima.

Funkcja f(x, y) rézniczkowalna w pewnym obszarze moze mie¢ ekstremum (maksimum lub

minimum) tylko w takich punktach obszaru, w ktérych:

f(xy)=0 i f,(xy)=0 (0.18)

Twierdzenie powyzsze tatwo rozszerzy¢, na funkcje trzech i wiecej zmiennych.

Warunek wystarczajacy dla ekstremum.

Niech funkcja f(x, y) ma w otoczeniu punktu (xo, yo) pierwsze i drugie pochodne czgstkowe

ciggte. Wyrazenie:

W(xy)=fof, - fa (0.19)
Nazywamy wyrdznikiem funkcji f(x, y) . Mozna wykazaé, ze:
W punkcie (xo, yo) wktérym f =07 f =0, funkcja f(x, y) ma ekstremum:

e jezeli W(xo, yo) >0 osigga maksimum, gdy w tym punkcie f_ <0, minimum gdy w tym
punkcie f >0

e jezeli W(xo, yo) <0, wéwczas nie ma ekstremum.



