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Czesé I

13.3 METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH.
13.3.1 Wstep.

Metoda elementéw skonczonych (MES) zostata zapoczatkowana przez Turnera w 1956 r.,
jakkolwiek wymienia sie rowniez nazwisko Couranta, kitérego matematyczna praca z 1942 r. stanowi
podwaliny tej metody. Rozwdj MES nastapit w pdznych latach szes$c¢dziesigtych i siedemdziesigtych wraz
z rozwojem techniki komputerowej, ktéra umozliwita rozwigzywanie bardziej ztozonych zagadnien
mechaniki, m.in. probleméw nieliniowych. Lata osiemdziesigte to dalszy rozwdj metody w réznych
dziedzinach mechaniki klasycznej, mechaniki ptynéw i termodynamiki, nieliniowych zagadnien
geometrycznych i materiatowych, drgan itp. W Polsce popularnos¢ tej metody zostata zapoczatkowana
podrecznikiem O.C. Zienkiewicza: Metoda Elementéw Skoriczonych, przettumaczonym przez prof. Igora
Kisiela z Politechniki Wroctawskiej, podrecznika wydanego w 1972 r. Obecnie dzieki powszechnosci
komputeréw osobistych i ich stale rosngcych mocy obliczeniowych metoda elementéw skonczonych jest
powszechnie dostepna i wykorzystywana w nauce przez pracownikéw i studentédw oraz przez liczne biura
projektowe.

13.3.2 Podstawy MES.

Metoda elementow skonczonych polega na dyskretyzacji kontinuum skonczong liczbg
podobszaréw (elementdéw) zwykle o prostej geometrii, ktére sg ze sobg potagczone w punktach nazywanych
weztami, najczesciej wystepujacymi w narozach elementéw. W weztach elementéw poszukiwane jest
przyblizone rozwigzanie réwnania rézniczkowego lub uktadu réwnan. Jest to wigc zasadnicza réznica w
stosunku do rozwigzania metodg réznic skonczonych, w ktérej dyskretyzacji podlegajg réwnania
rézniczkowe, podczas gdy w MES dyskretyzuje sie obszar rozwigzania. Metoda elementéw skonczonych
dla wielu zagadnien wykazuje przewage nad klasyczng metodg réznic skohczonych, szczegdlnie w
przypadku niejednorodnosci osrodka i ztozonych geometrycznie warunkéw brzegowych, ktére sg w MES
spetnione w sposéb naturalny. Ponadto zaletg MES jest tatwo$¢ budowania algorytméw obliczeniowych i
ich uniezaleznienie od warunkéw brzegowych i poczatkowych.

Algorytm obliczen MES mozna przedstawi¢ w postaci w postaci nastepujacych etapdw:

1. dokonanie podziatu obszaru rozwigzania na podobszary w postaci prostych geometrycznie
elementéw, zwykle tréjkgtow lub prostokatéw (czworokatédw) dla zagadnienia 2D, albo
czworoscianéw, graniastostupdw lub prostopadtoscianéw w problemach tréjwymiarowych;

2. wybér punktéw weztowych dla wybranego typu elementu, w ktérych okreslane bedg niewiadome
wartosci wielkosci fizycznych. lloczyn liczby punktéw weztowych i liczby niewiadomych w wezle
stanowi wymiar uktadu réwnan algebraicznych;

3. wybdr funkcji rozktadu niewiadomych wielkos$ci fizycznych w elemencie w zaleznosci od wartosci
weztowych;

4. przeksztatcenie réwnan rézniczkowych do uktadu réwnan algebraicznych poprzez zastosowanie
funkcji wagowych;

5. ulozenie uktadu réwnan algebraicznych dla catego obszaru na podstawie informacji o topologii
elementow i wezitow;

6. uwzglednienie w macierzy warunkéw brzegowych i poczatkowych poprzez modyfikacje
wspotczynnikéw lub eliminacje czesci rownan;



7. rozwigzanie uktadu réwnan i znalezienie wartosci poszukiwanych wielkosci fizycznych w weztach
obszaru;

8. dla zagadnien nieliniowych lub niestacjonarnych powtarzanie etapéw 6 i 7 az do uzyskania zgdanej
dokfadnosci lub osiaggniecia wymaganej liczby krokéw czasowych.

Istnieje kilka sformutowan MES. Najczesciej stosuje sie podejscie wariacyjne, polegajgce na
minimalizacji funkcjonatu lub sformutowanie Galerkina oparte na metodzie wazonych reziduéw (reszt).
Nalezy podkresli¢, ze obie metody prowadzg do jednakowego rozwigzania, tj. zbudowania takiego samego
uktadu réwnan algebraicznych.

13.3.3 Metoda wazonych reziduéw

Metoda wazonych rezidudw jest narzedziem rozwigzywania réwnan rézniczkowych i posiada kilka
odmian. Jesli dowolne rownanie rézniczkowe wazne jest w obszarze ciggtym i ograniczonym Q, zapiszemy
symbolicznie w postaci:

L(u)=0 w Q (13.1)
z warunkiem brzegowym
Bu)=0 na =T +I,, (13.2)
to wstawiajgc w row.(13.2) w miejsce funkcji u(x, y,z) jej przyblizenie, otrzymujemy reszte R rézng od
zera, bowiem funkcja aproksymuijgca it nie spetni doktadnie réwnania rézniczkowego:
L(4d)=R#0. (13.3)

Zat6zmy, ze funkcja it spetnia warunki brzegowe (13.2). Btgd aproksymacji R moze by¢ minimalizowany
(w $rednim sensie) przez ortogonalizacje wyrazenia (13.3) ,ij.:

(R,w}zijdQ =0, (13.4)
Q
gdzie w jest funkcjg wagowg zalezng tylko od wspoétrzednych.
Jezeli liczba wartosci poszukiwanej funkciji w weztach jest n to nalezy wybra¢ n-liczbowo niezaleznych

funkcji wagowych w; (i=1,..n) , z ktérych kazda musi spetni¢ réwnanie (13.4). Uzyskuje sie w ten sposéb
odpowiednia liczbe réwnanh algebraicznych:

[wRAQ =0 dai=12,..k. (13.5)
Q

13.3.3.1 Metoda kolokacji .

Jesli przyjmiemy, ze warunek zerowania reziduum bedzie spetniony w skonczonej liczbie punktéw
w Q| to woéwczas mozemy wyrazié funkcje wagowe jako dystrybucje Diraca - O (x, xl.), gdzie & wyraza
wspétrzedne punktéw, w kitérych spetniony bedzie warunek (13.5).
Dystrybucja Diraca posiada te wtasnos¢, ze dla kazdej funkciji ciagtej w x, :

j F0)O(x, x,)dx = f(x,). (13.6)

Przyjmujgc postaé aproksymujgcej funkcji jako:

i=Y a4, (13.7)
k=1



gdzie funkcje ¢k spetniajg jednorodne warunki brzegowe, réwnanie (13.4) mozna zapisa¢ nastepujaco:

dedQ:O, (13.8)
Q

gdzie: O, reprezentujg funkcje Diraca w punktach kolokacji i =1,2,...n, R jest wyrazeniem reziduum z

row. (13.3).
W rezultacie catkowania (13.8) otrzyma sie uktad rownan pozwalajgcy na obliczenie wspotczynnikéw
a, dla k =1,...,n, a nastepnie okreslenie postaci poszukiwanej funkcji u .

Odmiang tej metody jest metoda kolokacji podobszarach, w ktérej zaktada sie podziat obszaru
rozwigzania na szereg podobszardéw oraz zaktada sie, ze $redni btgd w podobszarze zanika.
Podobszary nie majg punktéw wspdlnych, ale razem pokrywajg caty obszar rozwigzania.

W tym przypadku funkcje wagowe mogg by¢ wyrazone przez funkcje Heaviside’a H(x—{), ktére sg

zdefiniowane nastepujaco:
1, x>
H(_x—f): E, (139)
0, x<¢

Przypadek kiedy x = ¢ , nie jest rozpatrywany. Przy odpowiednim doborze funkgii

aproksymujacej otrzymany uktad réwnan jest tozsamy z rozwigzaniem metodg réznic skonczonych dla
funkcji aproksymujgcej w postaci wielomianu drugiego stopnia.

13.3.3.2 Metoda momentow.

W metodzie momentéw wybiera sie jako funkcje wagowe zbiér funkcji liniowo niezaleznych, t.j.
spetniajgcych warunek:

bf +b,f,+..+b f, =0 b =b =..=bh =0. (13.10)

Dla zagadnienia jednowymiarowego takimi funkcjami sg:

Lx,x%,.... (13.11)

Poszukiwana funkcja u jest aproksymowana za pomoca réwnania (13.7).

Wstawiajac powyzsze wyrazenia do warunku zerowania reziduum (13.4) , otrzymuje sie uktad rownan

zalezny od parametréw @, , ktdrego rozwigzanie pozwala na okreslenie postaci funkciji u .

13.3.3.3 Metoda najmniejszych kwadratow.

Metoda najmniejszych kwadratéw jest znana z jako jedna z metod oszacowania btedu pomiaru.
Polega na minimalizacji kwadratu btedu poprzez obliczenie pochodnej i przyréwnanie jej do zera. Jesli
postac funkcji aproksymacyjnej wyraza sie wzorem (13.7) to woéwczas reziduum jest funkcjg nieznanych

wspotczynnikéw @, , a minimalizacja btedu bedzie dana uktadem nréwnan algebraicznych dla i =1,...,n:

0 > oR(x,a;)
Funkcje wagowe w tym przypadku bedg dane wyrazeniem:
w, =a—R. (13.13)



13.3.3.4 Metoda Galerkina.
Metoda zaproponowana przez Galerkina jest szczegdlnym przypadkiem metody wazonych
reziduéw, bowiem stosuje sie w niej takie same funkcje aproksymujace i wagowe, tj.:
i=a¢ +a,p, +.+a.9,, (13.14)

w=B¢ +L¢,+.+B9,. (13.15)

co z reguly prowadzi do najlepszego przyblizenia. Podstawiajgc powyzsze wyrazenia do réwnania (13.5)
otrzymamy uktad réwnan, ktorych rozwigzanie da poszukiwane wartosci @, .
Czesto funkcje wagowg zapisuje sie w postaci:

w=0u=oa,p, +oa,p, +..+00,p . (13.16)

gdzie Jai = ,Bl , ktore to wspétczynniki sg utozsamiane z wirtualnymi wielkosciami fizycznymi, np.

przemieszczeniami lub predkosciami.

Dzieki swojej wlasnosci réwnowaznych funkcji aproksymacyjnych i wagowych wspétczynniki w
ukfadzie rébwnan sg (na ogét) symetryczne, co ma duze praktyczne znaczenie przy rozwigzywaniu tego
uktadu.

Metoda Galerkina jest najczesciej wykorzystywana przy formutowaniu uktadéw rownan w metodzie
elementéw skonczonych. Aproksymaciji funkcji u(x, y,z) wewnatrz elementu skonczonego dokonuje sie

przy pomocy liniowej kombinacji nieznanych wartosci weziowych i znanych funkcji bazowych (funkcji
ksztattu) :

i.=N,u, , (13.17)
gdzie:
N, = [Nl, N,,.., Nn] — macierz funkcji bazowych zaleznych tylko od wsp6trzednych dla elementu e,

u, = [ul,uz,...,ue] — wektor poszukiwanych wartosci funkcji w weztach elementu e.

Dla catego obszaru mozna zapisac:

i=Nu . (13.18)
Przyjmujgc funkcje wagowe w; takie same jak funkcje bazowe N; i podstawiajac kolejno rownanie(13.18)
do réwnania(13.3), a nastepnie do (13.4), mozna stosowne réwnanie metody Galerkina zapisac
nastepujaco:

[wL@dQ=[N, LNu)dQ=0,i=1,..n. (13.19)
Q Q
Zaktadajac, ze catka po catym obszarze Q moze by¢ zastgpiona suma catek po elementach, otrzymujemy:
[N LNwdQ =Y [ L(NuNIdQ, (13.20)
Q e=l Q,

gdzie e - oznacza element skonczony

13.3.4 Przykiady rozwiazan jednowymiarowych.

Zasady stosowania metody Galerkina przedstawimy na przyktadzie przeptywu Poisseville'a. Jest
to stacjonarny, ptaski przeptyw cieczy lepkiej niescisliwej, poruszajgcej sie pod wptywem sity ciezkosci
pomigdzy dwiema réwnolegtymi ptytkami z periodycznymi warunkami brzegowymi (Rys.13.15). Na
podstawie uzyskanych w p-kcie VI.2 wynikéw mozemy réwnanie ruchu zapisa¢ w formie uproszczone;j:



2,
ut_1=0. (13.21)
dy
Warunki brzegowe:
ul0,y)=ull, y) — warunek periodycznosci,
(13.22)
ulx,0 =u(x, h) =0 - warunek adhezji.
N
h
u.\
o "
0‘ X

Rys.13.15. Schemat obliczeniowy dla przeptywu ptaskiego pomiedzy dwiema ptytkami.

Przyjmijmy na podstawie réw. (13.17), ze funkcja aproksymacyjna w obszarze jednoelementowym
jest w postaci:

=Ny, (13.23)
oraz
/)
N, = s1n7y . (13.24)

Funkcja ta zostata dobrana w taki sposéb, by speitnia¢ warunek adhezji na powierzchni ptytek, tj.
N,(0)=N,(h)=0.

Stad:
. _ . Ty
u=sin—u,. (13.25)
h
Obliczamy nastepnie funkcje residuum:
d’a T . Ty
R= -1=—-f—sin—u, —1. (13.26)
,U dy2 lu hz h 1

Po podstawieniu do réwnania (13.4) :

h h
IwRdQ =.[N1RdQ .[ —,L.lizsinzﬂu1 —sinﬂ dy =
5 0 0 h h h

Pu hl—ZCOSZIhTy h 77y
=— L dy—|sin—=dy = 13.27
U hz! : y ! —dy (13.27)
_mru, 2h _ _4r
=-U -——=0 = u=——7
2h T UIT

Obliczong warto$¢ u, podstawiamy do réwnania (13.25):



. 4
u=-—-7 sm—y. (13.28)
MIT h
Blad wyznaczenia wartosci U w stosunku do rozwigzania doktadnego danego wzorem:
1 u
u= —2— y(h - y) przedstawiono na wykresie (Rys.13.16) i w tabeli 13.2.dla wartosci doktadnych - 'th—z
Y7

i przyblizonych - %

0,14
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:

—wvartosci doktadne o wartosci przyblizone

0,2 0,4 0,6 08

Rys.13.16. Btad tachoidy predkosci dla rozwigzania doktadnego i przyblizonego MES.

Tabela 13.2. Procentowy btad rozwigzania MES

y/h pu/h? pi/h? (u-0)/u
[%]

0.1 0.045 0.039 13.3

0.2 0.080 0.076 5.0

0.3 0.105 0.104 1.0

0.4 0.120 0.122 1.6

0.5 0.125 0.129 3.0

Istotg metody elementéw skonczonych jest podziat obszaru na elementy skonczone i odpowiedni
dobdr funkcji bazowych. Funkcje te muszg aproksymowac rozwigzanie lokalnie, tj. w obrebie elementu i
muszg by¢ ciggte oraz zapewniac ciggto$¢ rozwigzania na styku elementow.
Sprébujmy zagadnienie przeptywu Poisseville'a rozwigza¢ ponownie dla czterech elementéw skohczonych
o diugosci / kazdy (Rys.13.17).
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Rys.13.17. Podzial obszaru przeptywu Poisseville'a na elementy.

Kazdy z elementéw jest odcinkiem zbudowanym na dwédch weztach. Dla takiego typu elementu
zaktada sie, ze funkcja u bedzie liniowa, jak przedstawiono na rysunkach 13.18 i 13.113.

Yy A
J 7

Rys.13.18. Jednowymiarowy element liniowy.

Posta¢ funkcji bazowej jest nastepujaca:

U=ay+b,
u =ay, +b,
u;=ay; +b,
stad
A _UjT U U=~ u; _yiTY y—y; _ _
u= y- yitu, = u:t I/lj_NiI/li+NjI/[j—Nu. (13.29)
Y=Y Y=Y Y=Y Y=Y

Funkcie N; i Nj nazywane sg, ze wzgledu na swoj ksztait, funkcjami daszkowymi i majg nastepujace
wtasnosci (Rys.13.19):

N,=1, N,=0 dlawezta i,
NJ:O, N;=1 dla wezta j. (13.30)



X
Rys.13113. Funkcje daszkowe.
Zauwazmy jeszcze, ze:
dN,__1 dN;_17% 1
= =" INdy=—=I. (13.31)
dy 1 [Ny 2

Obnizamy rzad pochodnej w réwnaniu reziduum poprzez catkowanie pierwszego cztonu przez czesci:

du dw
—dy—|wdy . (13.32)
) dy’ . I o dy dy !

Z warunku brzegowego na u wynika, ze pierwszy czion po prawej stronie réw. (13.32) jest rowny
zeru.
Dla elementu 1 na podstawie rownan (13.29) i (13.32) oraz z warunku liniowej niezaleznosci funkcji
bazowych obliczamy:

dla wezia 1:
- I@dNI—‘J‘NJdu=O, (13.33)
N dy dy N
stad:
gl w1 (13.34)
I 1) 27 '
dla wezla 2:
—u fda aN, 0 gy - dey 0, (13.35)
5 dy dy
stad:
SISy 13.36
H( p l) 5t (13.36)

Réwnanie macierzowe elementu 1 ma wiec postac:



1 -1||u L
EZ NEIR (13.37)
rFl-1 1|lu| |3
Powtarzajgc procedure obliczeniowag dla pozostatych trzech elementéw mozemy utworzy¢ globalnie
réwnanie macierzowe jako sume po wszystkich macierzach elementéw oznaczonych linig przerywana:

1 18 0 0 0w [ 4]

SLfI+E -1 0| 0 |[uy | |[L+E
Lol VR e T i V| P ] (13.38)
Plo [orsi e S | (s

Lo 00 = ] [5]

Po uwzgledninieniu_warunku zerowania predkosci na brzegu (13.22) macierz ta redukuje sie do postaci
zaznaczonej linig ciggta. Rozwigzanie (13.38) daje nastepujace wartosci, ktére odpowiadajg rozwigzaniu
Scistemu:

13.3.5 Rodzaje elementéw i ich funkcje bazowe.

W zaleznosci od wyboru ksztattu elementu, liczby weztéw w elemencie i ich rozmieszczenia oraz
wyboru funkcji bazowych otrzymuje sie rézne rodzaje elementéw skonczonych dla rozwigzania zagadnien
jedno-, dwu- i tréjwymiarowych, opisanych rownaniami rézniczkowymi rzedu drugiego. Przykiady réznych
elementéw i ich funkcji bazowych przedstawiono w tabeli 13.3. Obszerne omoéwienie sposobu
wyprowadzenia funkcji bazowych dla elementéw przedstawionych w tabeli 3 oraz inne rodzaje elementéw,
w tym elementy krzywoliniowe, mozna znalez¢ w monografiach [Odena, 1972], [Zienkiewicza, 1978],
[Owena, 1980].



Tabela 13.3. Rodzaje elementdéw skonczonych

10

Typ elementu

Geometria elementu

Funkcje bazowe

1. Jednowymiarowy j | N =1-¢&
N, =¢&
2. Jednowymiarowy ) 7 * 1
drugiego rzedu J k SN =§{(E—1)
N, =1-¢&
1
N, zaf(f"'l)
3. Trojkatny Y f A - pole
trojkata N =L
N; =L,
A Nk = Lk
. LA=(xfyk_xkyf)+(y/_yk)“(xk_xj)y
.“ Y ’ 2A
> L :(xkyi_xiyk)+(yk_yi)'X+(xi_xk)y
X g 2A
(=)o el a),
b= 2A

A —pole trojkata
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Trojkatny
drugiego rzedu

A - pole
trojkata

wezty narozne:
N, =(2L -1)L itd.

wezty na srodkach bokow:
N, =4LL; itd.

Prostokatny
(rodzina
serendipowska)

Ya

A 4

N, = g (b=2) ()

N,z (b+)(a=)
N = (b+x)(a+y)
N,z (b=)(a+)

Podstawiajac ¢ =2 oraz n =% otrzymuije sie:
a

Nz (1eEE)(1+nn) =2l n =21
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. Prostokatny > 5 o Wezly narozne:
drugiego rzedu 1
(rodzina n N, = (1 &6) (14, ) (& + 1, -1)
di k
serendipowska) ol | | £l =t

Wezly na srodkach bokéw:
1
§=0. N, =§(1_£2)(1+’7’7i)

,. ; k n=0. N =sce)i-n)
. lzoparametryczn
y (czworokat) Ni:%@—{)(l—/]) szm(E,ﬂ)xm
Nj=%(1+5)(1—/7) y=N, (&),
Vo=t 8)uen) m=(isik)
N,=(1-6)(1+1)

. Czworoscienny

I

_a;tbx+cy+tdz

Ni = Li
6V
X Vi E Ly, oz
ai = xm y m Zm ’ bi = 1 y m Zm
Xe Yo % Ly, z
1 x, z L x, oy,
c¢=\1 x, z,| ¢=|1 x, vy,
I x, z I x,
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V' — objetos¢ czworoscianu

9. Prostopadtoscian
(rodzina
serendipowska)

N = (1+68) (1+n, ) (1+65)

10. Prostopadtoscian
drugiego rzedu
(rodzina
serendipowska)

I3

Wezly narozne:

: :é(1+£{)(1+/7/71)(1+55,)(55, +n1; +ZZ:‘ _2)

Wezty na srodkach bokéw:
&=0,

N =4 (1-8) 1+ (1+8€) i




13.3.6 Aproksymacija lokalna i globalna.

Przedstawione w tabeli 13.3. funkcje ksztattu wyrazone sg w lokalnych, charakterystycznych dla
danego typu elementu uktadach wspétrzednych wraz z lokalng numeracja jego weztéw. Dla zbudowania
macierzy dla catego obszaru niezbedna jest transformacja macierzy poszczegélnych elementéw do uktadu
globalnego. Procedura ta jest prosta i polega na dodaniu do wtasciwych pozycji macierzy catego uktadu
rownan odpowiednich wyrazéw macierzy elementu, zgodnie z numeracjg weztéw elementu w ukfadzie
globalnym (tak jak w rozpatrywanym uprzednio przyktadzie). W ten sposo6b globalna reprezentacja funkgcji
aproksymujacej jest sumg jej wartosci lokalnych uzyskanych z obliczen wszystkich elementéw
skonczonych. Jezeli lokalne uklady elementéw skonczonych sg obrécone w stosunku do ukfadu
globalnego, jak np. dla elementéw izoparametrycznych (poz. 7 w tabeli 13.3), zachodzi potrzeba
transformacji wspotrzednych dla wtasciwego obliczenia pochodnych i catek. Macierz transformacijiJ,
zwana macierzg Jacobiego, zdefiniowana jest nastepujaco:

o Oy
o 0
J= ¢ ¢ (13.39)
ox ox
an dn
Transformacja pochodnych wymaga wykonania nastepujgcej operacji:
ou Ou
ax -1 af
= 13.4
6_u J L (13.40)
0y on
Obliczanie catek wykonuje sie wedtug wzoru:
[(s)axdy=[(+)|7aédn. (13.41)

Po transformacji macierzy elementéw do uktadu globalnego otrzymujemy uktad réwnan liniowych w ogdine;j
postaci macierzowe;j:

Ali=b, (13.42)

gdzie macierz A jest symetryczna, pasmowa i dodatnio okreslona.

W wyniku rozwigzania uktadu rownan (13.42), tj. znalezienie wektora @1, wymaga zastosowania procedury
numerycznej bezposredniej np. Gaussa, metode rozkiadu macierzy na uktady tréjkatne, metode
sprzezonych gradientéw. W przypadku uktadu réwnan z duzg, rzadkg macierzg najczesciej stosuje sie
metode iteracyjnej — Gaussa-Seidela, Jacobiego lub Czybyszewa. W przypadku nieliniowego réwnania
konstytutywnego, np. rownania Naviera-Stokesa lub/i nieliniowych warunkéw brzegowych, otrzymamy
ukfad réwnan nieliniowych. Rozwigzanie takiego uktadu réwnan jest duzo bardziej skomplikowane i trudno
jest sformutowac jednolite kryterium istnienia rozwigzania bez dodatkowych zatozen na macierz ukfadu
rébwnan [Fortuna, 2005]. Ogoélnie mozna powiedzie¢, ze do rozwigzania takiego ukfadu stosuje sie



procedury iteracyjne takie jak nieliniowa metoda Newtona, Gaussa-Seidela, lub inne , ktérych szerszy opis
mozna znalez¢ w literaturze [Fortuna, 2005], [Bjérck,1983], [Zienkiewicz, 1978].

13.3.7 Algorytm MES rozwigzania rownania przeptywu cieczy lepkiej i niescisliwej.

W punkcie 13.2.4.1 zostat okreslony problem przeptywu cieczy lepkiej, dla ktérej, w skutek wolnego
ptyniecia, mozna w rozwazaniach pomina¢ sity bezwtadnosci - opisany réwnaniem Stokesa. Przyjmijmy
rowniez, ze brzeg obszaru sktada¢ sie bedzie z odcinkéw brzegu statego i nieprzepuszczalnego na ktérym
obowigzujg warunki Dirichleta dla predkosci oraz odcinkéw brzegu stanowigcego granice obszaru
ptynnego, na ktérym zadane sa warunki periodycznosci dla ci$nienia oraz predkosci. W niniejszym punkcie
przedstawiona zostaniem metoda rozwigzania tego zagadnienia przy wykorzystaniu techniki sprzezonych
gradientéw i metody elementéw skonczonych Galerkina.

Wykorzystajmy metode sprezonych gradientéw (ze statym krokiem iteracyjnym) do rozwigzania
nastepujgcego zagadnienia opisanego réwnaniami -. Zatézmy ponadto, ze rozwazamy ci$nienie

kinematyczne, t.j.: P = P :

1° zakladamy znajomos$¢ rozktadu poczatkowego cisnieniadla ¢ =0:

P - periodycznie na I'f ; (13.43)

2odla n=0 definiujemy u" i P"*' zapomocg P" zréwnania:

-(Pu" =f-0P" w Q, (13.44)
u"'=g=0 na I, (13.45)

u" periodyczne na r (13.46)
P =P —a0m@", (13.47)
P"™! periodyczne na T . (13.48)

Metoda ta jest zbiezna gdy [Gtowinski, 1983]:
0<a<2£ (13.49)
N

gdzie: N - wymiar przestrzeni, @ - parametr majgcy wymiar kroku czasowego.

Zauwazmy jeszcze, ze mimo iz problem opisany rownaniami (13.43) - (13.48) jest rozwigzaniem n
niezaleznych zagadnien Dirichleta, to przyjmujac, ze a = At w praktyce sprowadza sie do rozwigzywania
rownania roznicowego dla pochodnej po czasie:

Pn+1 _ Pn

+0Mm" =0. (13.50)
At

Zastosowanie metody elementéw skonczonych Galerkina do tego zadania wymaga obliczenia
macierzy elementdéw dla wszystkich wyrazen wystepujacych w réwnaniach (13.44) i (13.47). Zaktadajac,

ze poszukujemy rozwigzania w przestrzeni R, dogodnie jest zastosowac trojkatne, liniowe elementy



skonczone z niewiadomymi skiadowymi predkosciami w narozach i cisnieniem w $rodku elementu
traktowanym jako funkcja odcinkami stata.

Stosujac klasyczng metode Galerkina do kazdego z réwnan otrzymujemy dla elementu
nastepujace wyrazenia macierzowe:

z rbwnania (6.65) otrzymamy:

HA W =F, —-C P, (13.51)
HA V' =F —C P/, (13.52)

z rdbwnania (6.68)
BP" =BP'-p(E u'+E v, . (13.53)

Zgodnie z zasadami oméwionymi w rozdziale 13.3.3.4 poszczegblne wyrazy macierzy obliczane
sg na podstawie nastepujacych wzoréw catkowych:

aNf) dQ,, (13.54)
o) Ox Ox 0dy 0y

e

Dla cisnienia przy zatozeniu, ze jego warto$¢ w elemencie bedzie stata otrzymamy:

i

_J‘ aNiaNj+aNi

B,.:A 1dQ, (13.55)
Ca,:gl;%dﬂe, (a=xy), (13.56)
o
a J
E = f Ni——dQ,, (@=xy), (13.57)
O oa
Fm:;{ NA, dQ,, (@=xy). (13.58)

gdzie: i, j oznaczajg numery weztéw w elemencie skoriczonym (np. dla elementéw tréjkagtnych 1 do 3),
w przypadku powtarzania sig indekséw obowigzuje umowa sumacyjna, e - oznacza numer elementu.

Praktyczne obliczenia numeryczne zagadnienia przeptywu Stokesa z periodycznymi warunkami
brzegowymi zostaty przedstawione w rozdziale VI.

13.3.8 Przykiady zastosowania MES.

Przyktad 1: Rozwigzanie zagadnienia optywu fundamentu budowli pietrzacej.



Rozpatrzmy zagadnienie optywu budowli pietrzgcej posadowionej na gruncie przepuszczalnym
dla wod gruntowych. Zaktadamy, ze mamy do czynienia z osrodkiem uwarstwionym, ztozonym z
dwoch warstw o réznych wspotczynnikach filtracji. Zatozmy, ze migzszo$¢é warstwy piasku

grubego zalegajgcego pod fundamentem budowli pietrzacej wyzej wynosi  m, =20m i
wspdtczynnik filtracji wynosi k =107 m/ s . Ponizej tej warstwy zalega warstwa zwiru 0 migzszosci
m, =10m i wspdtczynniku filtracji rownym k =2,5*10"m/s.

Pod fundamentem budowli pietrzacej zostaty zamontowane dwie scianki szczelne — jedna o
dtugosci L, =10m, a druga o dtugosci L, =15m. Szerokos¢ fundamentu budowli pietrzacej

wynosi s =25m.
Pomiedzy sciankami szczelnymi umiejscowiono dren w postaci rury o srednicy d =0.8m .
Przeptyw wéd podziemnych odbywa sie pod dziataniem gradientu wysokosci hydraulicznej.

Dla uproszczenia przyjeto, ze po stronie odpowietrznej wysokos$¢ hydrauliczna wynosi 2 =0m, a
po stronie zbiornika wodnego wysokos¢ h = —-AH wysokosci spietrzenia wody.

Poszukujemy funkcji potencjatu predkosci filtracji ® = —kh i funkcji pradu W .

Rozpatrywane zagadnienie dotyczy rozwigzania rownania Laplace’a, ktore dla przypadku
obliczania potencjatu predkosci filtracji ma postac:

0°®d =0,
a dla przypadku funkcji pradu:
O0°W =0.

Schemat zagadnienia przedstawiono na Rys. 13.20

60,
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0. 30, 60, 20 120. 150. 180,



Rys. 13.20. Schemat optywu budowli pietrzacej z wygenerowang siatka elementow
skonczonych.

Na brzegach obszaru filtracji przyjeto warunki brzegowe rézne w zaleznosci od zagadnienia :
1. poszukiwania potencjatu predkosci ® - przedstawiono na Rys. 13.21a);

2. poszukiwania funkcji pradu W - przedstawiono na Rys. 13.21b) .
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a) 57 b) V=0

load)-0

Rys. 13.21. Warunki brzegowe zagadnienia optywu budowli pietrzacej dla obliczen
rozkladu linii ekwipotencjalnych wysokosci hydraulicznej:

a) dla zagadnienia potencjatu predkosci @, b) dla zagadnienia funkciji pradu V.

Obliczenia wykonano dla kilku wielkosci r6znicy wysokosci hydraulicznej: AH =10m, AH =50m
, AH =100m .

Na Rys. 13.22 przedstawiono wyniki obliczen wartosci funkcji wysokosci hydraulicznej dla
AH =50m.

Ksztatt funkcji wysokos$ci hydraulicznej nie ulega zmianie jedynie zmieniajg sie wartosci funkciji
h(x,y) Trojwymiarowy wykres zmian wysokosci hydraulicznej dla AH =50 przedstawiono na
Rys.13. 28.

Rozktad wysokosci hydraulicznej wzdtuz powierzchni ograniczajgcej od gory obszar filtracji
obrazuje wykres na rys. 13.24 wykonany dla AH =50m.

Na podstawie rys. 13.24 mozna zauwazy¢, ze sScianki szczelne powodujg znaczng redukcje
wysokosci hydraulicznej, co znacznie zmniejsza niebezpieczehnstwo utraty statecznosci



filtracyjnej obszaru filtracji. Dla ilustracji przedstawimy rowniez rozktad wysokosci hydraulicznej
wzdtuz linii rozgraniczajgcej obszaru o r6znych wspotczynnikach filtracji — rys. 13.25.

przeplyw ustalony
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Rys. 13.22. Wyniki obliczen wartosci funkcji wysokosci hydraulicznej dla AH =50m.
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Rys. 13.23. Trojwymiarowy wykres wysokosci hydraulicznej dla AH =50m.
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Rys. 13.24. Wykres wysokosci hydraulicznej na linii brzegowej ograniczajacej od gory
obszar filtraciji.

przeplyw ustalony

0 ——
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-120,

Wykres wysokosci hydraulicznejna granicy warstw

-150.

X

Rys. 13.25. Wykres wysokosci hydraulicznej na linii rozgraniczajgcej obszary filtracji o
réoznych wspoétczynnikach filtraciji.

Dla zobrazowania pola predkosci filtracji przedstawione je przyktadowo dla trzech lokalizaciji:

@ w poblizu wyptywu wody z gruntu po stronie odpowietrznej (dla AH =50m ) na Rys. 13.26.



ej.

dpowietrzn

L] oy d q ' il
SE858RREREBNATSHIN] L2
[ R === = R e e e e e e e e e

29228582888

R e R R R F )

Pole predkosei przy wyplywie
zoom(60™M -4 w,wl -8*utw 8 utw, 8 utw)

przeplyw ustalony

e o

50m) na Rys.13.27.

Pole predkosci - dol scianki szczelnej
zoom(55*n-utw,wl-L2-3% 0w, 2 utw, 2

112,

c
o
]
o
o
>
o
I o
; = 1 e = e e s 5 X LN
.... w | T A Lt ST Rt R G
............ SR A Ry i s 2 - |
T T =¥ 38 ATl o 1 P R R R WA A R AN R AN TOL A NG A
.................... S o i W. ] | Y e L e P e i T R N
— [ T T B L W L UL R S ML U S WL T T N W T T §
e e S e el el o s 0 ] e ra s saaaaAAAAIAIAIAYIAAAAEALA LN A
rrrrrrr L e S S e . + A |mu;_.. > Rl { SommmmtrLiide d wle b A AT R R A AL A
1 e Ewia e e e e o i Wt W U G i A A S oo, WL
....... S s T SR e R, i = @0 i e e e AR S e SR
B ehnol St iR B RL: M o = ! SR b
R A e e S S b : [) O 1 = srsdeie il dinen ol Lal i i, S S L YL U WL T Y
S e e R R e S A TP FER R \ N N i e LEAAEARALT N LA R Y
rrrrrrrrrrr e - s e Tl : L) o 1 EonR o we el A e e ) e T R T ey Y A
rrrrrr i e SRR T A TR AR AR A | (L] N | S Do R e R, e e A e e e A RN K AT
o N 1 - - e e i S P e it S S SR v i B T T
o o R, R A ML T R A R AR - %) A
S e b o e e R o R O (/2] 1 s et s s s et e - ———— S
e Rt R e W R R R AN U 0 2 1 B e areaTE e e e N A A q._.,../‘:u_“”“_
IIIIII B R T O L S S O o - 1 ) '
b e a e L » ] MRS S E,
N e O N I S A O e B ] w m | S O Y e .-\._\““.““____,4
T St O G T S U e O ] &) 1 . . . .1-.\\\\\\-.\\.\“___.~“_."4
N T T T NN L R L . WS VL WL TR R L WL S U . S L L T L O | - — N7} i tatali alildefaeule ellacatinile pile e ialiatili S - i
R TR R MWL NS R TR WA AR N AR VAR NNV UL U [&] 4 B T TT P I PRI I e i A
R T U G U R S T L 7)) nlu. e R I e A S G S O
o L N T N L L W O O TR T T A P L o a— 4 « - - - = R i A S R (N
D T e UL L N S L W W S SN S SR T § k (@)] 1 . - - R R R R R SR N IR S O A
B L N LN = S 1 . e e Es e Fom s PR R Ui T R N S S I A B N |
R O L O T A T L S B LT R O S . ¢ [ed e _ | - - . . IS S A o o B e O )
e T T L L S L S LS WU N N T O T G R T T T . . S WL T (4] © 1 . o R R C IR A e Sk A e o R
.../If//.,..f!;}pf/f)ffza1;1//;;;/;»//;._ N i . = ettt e O i . e o AL B AR
L P S S N R T W N O W o o 1 R e N R R T e I e
LT R T R N T N T T N N T L W L N T N L R L T T T e T B W || . " b ‘s PRI TP T R R TR R A R |
T [+}) < ] < i : . re rar e wie sk H 0 LR
POy vy wws s o m o m h u  a R A y h = — = { u . . R M P P T TN e Ty B e YT
L R R e b ] o B . . b FIE PR P I T R
L S T b i o o) = 4 . R R e R e I T LT g e e ]
1L ARy e CREE SN VT T T T T . 2 4 . e e Al Ko b
. i i . L © WJ .wu ' rr
T T T T T T T T T T i T T 3- O - LR,y L L . P, L7 I L0 I3 I T T
=] [ o — o W ~ W. e i ~ b -3 i wi i <
o] 0o ol [ — - — = T~ —- o — Il — -+ -
. (o) .w.. s = - =
4
> 2 N
A (' a A

1115

110.

1085

g B

1105

1085

108

108.



Rys. 13.27. Pole optywu w okolicy dolnego konca scianki szczelnej.
& w okolicy drenu (dla AH =50m) na Rys.13.28:
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Rys. 13.28. Pole predkosci filtracji w poblizu drenu.

Przyjmujac kryterium zaistnienia stanu uptynnienia gruntu na skutek filtracji, obliczono pole
skalarne potencjatu sit masowych [ (patrz rozdz. IV pracy), ktéry wyraza sie wzorem:

O=—(pgH +A%)+0,

Wielkos¢ [ dla poszczegdlnych trzech wartosci AH =10m, AH =50m, AH =100m ma postac
wyrazong na wykresach Rys. 13.29 a) - d)
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Rys. 13.213. Pole potencjatu sit masowych [J: a) dla AH =10m, b) dla AH =50m, c) dla
AH =100m ,d) dla AH =150m.

Dla zobrazowania powstanie stref uptynnienia gruntu pokazano na Rys. 13.30. izolinie sktadowe;j
pionowej sit masowych filtracji dla obszaru najbardziej narazonego na uptynnienie.
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Rys. 13.30. Wykres sktadowej pionowej sit masowych oddziatywujacych na szkielet
gruntowy. a)dla AH =10m,b)dla AH =50m, ¢) dla AH =100m ,d) dla AH =150m.

Na podstawie wykreséw 13.29 a)-d) widac, ze w zaleznosci od gradientu hydraulicznego zmienia
sie w sposob istotny ksztatt funkcji potencjatu sit masowych, co ma istotny wptyw na statecznosé
filtracyjng obszaru filtraciji.

Z kolei z wykresdéw 13.30 a)-d) mozna wnioskowaé, ze dla AH =10m nie wystepuje strefa, dla
ktérej skltadowe pionowe sit masowych sg mniejsze lub réwne zeru, nie ma wiec zagrozenia
wystgpienia utraty statecznosci filtracyjnej. Dla AH =50m wielko$¢ pionowych sit masowych jest
w okolicy dolnego konca Scianki szczelnej rzedu wielkoSci zera (obszar oznaczony
intensywniejszym kolorem zielonym) Sytuacja ta nie zagraza jednakze statecznosci catego
obszaru filtracji. W przypadku gdy AH =100m obszary te (kolor intensywnie zielony) sg znacznie
wigksze. Jak wynika to z rysunku 13.30d) dla AH =150m obszar oznaczony kolorem stabym
zielonym ma dodatnie wartosci sktadowej pionowej — jest wiec obszarem uptynnienia. Trudno



sobie jednakze wyobrazi¢ tak wielkie spietrzenie wody, wiec przyjete zabezpieczenie w postaci
drenu i scianek szczelnych zabezpiecza w rozpatrywanym przypadku obszar filtracji dla r6znicy
wysokosci hydraulicznej Ak < 50m .

Ponizej, na Rys. 13.31 przedstawiono analogiczny wykres pionowej sktadowej sit masowych, gdy
nie zastosujemy zabezpieczen w postaci scianek szczelnych i drenazu, a pozostate parametry
zagadnienia brzegowego pozostawimy bez zmiany. Juz przy wysokosci spietrzenia réwnej 40 m.
wartos¢ skitadowej pionowej sity masowej osigga wartos¢ zero przy wyptywie, co moze byc¢
przyczyng postepujacego uptynnienia catego obszaru.
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Rys. 13.31. Wykres sktadowej pionowej sit masowych oddziatywujacych na szkielet
gruntowy w przypadku analogicznego zadania ale z pominieciem scianek szczelnych i
drenazu dla AH =40m.

Rozwigzanie drugiego zagadnienia pozwala na okreslenie funkcji prgdu dla rozpatrywanego
zadania. Ponizej na Rys. 13.32 przedstawiono wykres funkcji pradu V.
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Rys. 13.32. Wykres funkcji pradu.

Przykitad 2: Rozwigzanie zagadnienia filtracji przez grodze ziemng na gruncie
przepuszczalnym.

Rozpatrzmy zagadnienie filtracji wody przez grodze ziemng posadowiong na gruncie
przepuszczalnym dla wod gruntowych.

Zatbézmy, ze migzszos¢ warstwy piasku grubego zalegajgcego pod grodzg ziemng budowli
pietrzacej wyzej wynosi m, =100m i wspbtczynnik filtracji wynosi k =10"m/s.

Grodza ziemna o wysokosci 9m ma skarpy nachylone pod katem 45°. Po stronie odpowietrzne;,
u podnéza skarpy zostat potozony dren poziomy o dtugosci 10m. Cata szeroko$¢ zapory mierzona
u jej podstawy wynosi 20m.

Zatozono wysokos¢ spietrzenia wody na 8m. Wykonano obliczenia metodg elementéw
skonczonych przy wykorzystaniu programu Flex PDES. Obliczenia wykonano w dwdch etapach:



1. obliczono funkcje wysokosci hydraulicznej h(x, y), przyjmujgc warunki brzegowe
zagadnienia jak na Rys. 13.33;

{oadih=0

an

on
dy

Rys. 13.33. Warunki brzegowe dla obliczen funkcji wysokosci hydraulicznej.

2. obliczono funkcje pradu W(x, y), przyjmujgc warunki brzegowe jak na Rys. 13.34.

V=0

Rys. 13.34. Warunki brzegowe do obliczenia funkcji pradu V.



Geometrie obszaru filtracji wraz z wygenerowang przez program siatkg trojkgtnych elementow
skonczonych przedstawiono na Rys.13.35.

filtracja swobodna

Rys. 13.35. Geometria obszaru filtraciji.

W wyniku obliczen otrzymano wartosci funkcji wysokosci hydraulicznej, ktérej prezentacje
graficzng przedstawiono na Rys.13.36
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Rys. 2.36. Rozktad wysokosci hydraulicznej w obszarze filtracji.

Wartosci funkcji prgdu dla rozpatrywanego przypadku przedstawiono na Rys. 13.37.
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Rys. 13.37 Rozklad funkciji pradu.

Poréwnujgc uzyskane wyniki z rezultatami obliczen siatki hydrodynamicznej przeptywu dla tego
przypadku widzimy, ze uzyskane wyniki sg analogiczne do uzyskanych metodg analityczna.

W procesie obliczen uzyskano potencjat sit masowych, kiéry przedstawiono na Rys. 13.38.
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Rys. 13.38. Potencjat sit masowych.

Znajgc wartosci potencjatu sit masowych, mozna obliczy¢ strefy wypadkowych pionowych sit
masowych , okresli¢ czy wystepuja i w jakim zakresie obszary narazone na utrate statecznosci
filtracyjnej. Na przedstawionym ponizej rysunku 13.39 dostajemy takg strefe przy zatozonej
wysokosci spietrzenia wody w okolicy drenu poziomego.
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Rys. 13.313. Obszary warunku statecznosci filtracyjnej.

Jak wida¢, obszar przekroczenia warunku statecznosci filtracyjnej wystepuje wewnatrz grodzy w
okolicy konca drenu. Ponadto w do$¢ obszernym obszarze wypadkowa pionowa sita masowa jest
bliska zeru .Jak wida¢, przyjety poziom spietrzenia wody stwarza dla przyjetego modelu filtraciji
sytuacje bliskg utraty statecznosci filtracyjnej. Na pewno w obszarze drenu mozemy liczy¢ sie z
sufozjg drobniejszych czgstek i przemieszczenie sie ich do obszaru drenu, co moze powodowaé
kolmatacje drenu, szczeg6lnie w przypadku gdy do jego wykonania uzyto materiatéw
geotekstylnych.

Ponizej na Rys. 13.40 i Rys. 13.41 przedstawiono wykresy predkosci v, i v, filtracji wzdtuz linii
poziomej stycznej do drenu poziomego.
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Rys. 13.40. Wykres predkosci pionowej wzdtuz linii 1-2.
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Rys. 13.41. Wykres predkosci poziomej wzdtuz linii 1-2.



Przyktad 3: Rozwigzanie zagadnienia porosprezystosci Biota wywotlanej dziataniem
drendw i obcigzenia.

Rozwigzemy ptaskie zadanie porosprezystosci w ptaskim stanie odksztatcenia.

Uktad réwnan porosprezystosci Biota wyrazony w przemieszczeniach sprowadza sie do uktadu
trzech rownan roézniczkowych czgstkowych, kitdére zgodnie z teorig konsolidacji Biota
przedstawiong w rozdziale IV , ma postac:

2 2 2
(+28) 2 L N0y (g4 ) O = H 0T
Ox dy 0x0y R 0x
2 2 2
H
(m+28) 2NV (a4 ) O = H 0T (13.59)
Ox dy 0xdy R 0x
, 1 00 H|(0u 0%
Do=——- + ,
RK 0t RK\ 0x0tr 0yor
gdzie:
* U o0znacza przemieszczenie w kierunku osi X,
* Vv o0znacza przemieszczenie w kierunku osi vy,
* 0 0znacza naprezenie w cieczy powigzane z cisnieniem p zwigzkiem:
og=—fp, (13.60)

» Kjest wspétczynnikiem wyrazonym wzorem:
k

fog’

(13.61)
przy czym Kk jest wspélczynnikiem filtracji Darcy’ego, f oznacza porowatos¢, a pg okresla ciezar
wihasciwy wody

*  M,N,H,R s3 to state Biota rozwazanego osrodka .

Powyzszy uktad przemieszczeniowych rownan porosprezystosci Biota uzupetniaja:

Zwiazki konstytutywne ciata Biota dla przypadku procesoéw izotermicznych:



o, :(2N+M —ngm +(M —gjg +la,
R R)” R
g, =(M —gjé‘” +(2N+M —gjé‘ +la', (13.62)
R R)” R
_ 0
Txy —(M_E)gxy,

gdzie

* O jest naprezeniem normalnym w kierunku osi x,
* 0O, jestnaprgzeniem normalnym w kierunku osi y,

* T, jestnaprezeniem stycznym,

*  £..€,. &, sqodksztalceniami okreslonymi zwigzkami geometrycznymi.
Zwiazki geometryczne w przypadku matych odksztatcen (zwigzki liniowe):
Oou
gxx = N
Ox
_0v
" oy (13.63)

Dla przedstawionego powyzej rozwigzano przyktadowo dwa zagadnienia:

a. konsolidacje warstwy o skonczonej migzszosci pod wptywem dziatania drendéw kotowych
o okreslonej srednicy: jednego odprowadzajgcego ciecz z osrodka na skutek dziatania
podcisnienia wzgledem ci$nienia atmosferycznego; drugiego nawadniajgcego osrodek na
skutek nadcisnienia wzgledem cisnienia atmosferycznego,

b. konsolidacje warstwy pod wptywem obcigzenia przekazywanego przez sztywng ptyte
fundamentowg na grunt i drenazu poziomego w postaci rurek drenarskich.

Ad a) Rozwigzanie zagadnienia asymetrycznego odksztatcen ciala Biota pod wptywem
dodatniego i ujemnego zrédta kotowego cieczy.

Zagadnienie odksztatcen osrodka Biota pod wptywem zrodet cieczy byto tematem licznych
publikacji [Gaszynskiego 1998, 2004].

Do obliczen przyjeto nastepujace wielkosci parametréw osrodka:
Wspotczynnik filtracji k =1,5%107m/ s,

Porowatos¢: f =0,3,



Ciezar whasciwy wody: pg =10*N/m’,

State Biota, na podstawie dysertacji doktorskiej [Emmricha, 1984], dla kaolinitu z kopalni ,Maria”
w Nowogrodzcu:

N =250MPa ,
M =80MPa,
R =150MPa,
H =750MPa.

Przyjeto, ze warstwa osrodka ma migzszos¢ réwng mi =40m oraz przyjeto, ze rozpietosc
warstwy wynosi Id =100m .

Srednice drenéw przyjeto rowng d =0,4m, a ich usytuowanie jest symetryczne wzgledem osi
pionowej przechodzacej przez wspotrzedng Id /2.

Siatke elementow skonczonych oraz geometrie obszaru pokazano na Rys. 13.42.
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Rys. 13.42. Geometria zagadnienia.

Warunki graniczne zagadnienia.

Warunki brzegowe przedstawiono schematycznie na Rys.13.43.
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Rys. 13.43. Warunki brzegowe zagadnienia.

Przyjeto nastepujgce warunki poczgtkowe:

£ =0, V=0 o=-10 kPa.

Obliczenia wykonano dla czaséw:
t=0.1s,15,10s,10%5,10° 5,10 5,10’ 5,10%5,107 5,10%5,10° 5,10 5,...10% 5 .
Ponizej przedstawimy tylko wybrane rezultaty dla czasu: ¢t =1s i t =10%s.

Przemieszczenia dla czasu ¢ =1s przedstawiono na Rys. 13.44.
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Rys. 13.44. Pole wektorowe przemieszczeniadla 7 =1s.

Pole przemieszczen po zakornczenie procesu konsolidacji obrazuje Rys. 13.37.
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Rys. 13.45. Pole wektorowe przemieszczen dla 1 =10%s.



Widac¢ wyraznie rdznice pomiedzy stanem poczatkowym pola przemieszczen a polem po
zakonczeniu procesu konsolidacji ciata Biota.

Dla zobrazowania pola przemieszczen weztow siatki elementéw skonczonych
przedstawiono je w skali skazonej po zakonczeniu procesu konsolidacji na Rys. 13.46
(przemieszczenia weztéw przemnozono przez liczbe 500).

Konsolidacja - obciazenie - drenaz
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Rys. 13.46. Przemieszczenia wezléw siatki po czasie 1 =10%s.

Pole przemieszczen poziomych dla czasu ¢ =1s przedstawiono na Rys. 13. 47a), natomiast pole

przemieszczen poziomych dla  =10”s na Rys. 13.47b). Zaréwno dla czasu poczatkowego, jak
i po czasie odpowiednio dtugim, aby uznaé, ze proces odksztatcen sie zakonczyt, obraz jest
symetryczny wzgledem osi pionowej przechodzacej przez potowe szerokosci modelu
obliczeniowego, co zgodne jest z intuicja.
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Rys. 13.47. Rozktad przemieszczen poziomych dla czasu:

a)dla r=1s;b)dla r =10%s.

Analogicznie rozktad przemieszczen pionowych przedstawiono dla czasu ¢ =1s na Rys. 13.48a)

oraz dla czasu #=10"s na Rys. 13.48b). Wynik obliczen pokazuje antysymetryczny charakter
rozktadu przemieszczeh w obszarze konsolidaciji.
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Rys. 13.48. Rozklad przemieszczen pionowych dla czasu:

a)dla r=1s;b)dla r=10"s.

Ponizej przedstawimy poréwnanie naprezen hydrostatycznych o prawie ,natychmiastowych” po
czasie t=0,1s na Rys. 13.49a oraz po czasie t=10"s na Rys. 13.49b. Widzimy, ze po
odpowiednio diugim czasie naprezenia hydrostatyczny tworzg w obszarze filtracji



antysymetryczne dwa leje przechodzace jeden w drugi. Rozktad cisnien g pozwala okresli¢ linie
pradu filtrujacej przez osrodek cieczy.
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Rys. 13.413. Tréjwymiarowy naprezen wykres hydrostatycznych:

a)dla 7=0,1s;b)dla r =10"s.

Program pozwala na obserwacje przeptywu wody w osrodku konsolidujgcym. Dla przyktadu
pokazemy pole predkosci filtracji w poblizu drenu odciagajgcego wode z osrodka (drenu

ujemnego) dla momentu ¢ =1s na Rys. 13.50a) oraz dla # =105 na Rys.13.50b).
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Rys. 13.50. Pole predkosci w poblizu drenu

a)dla r=1s;b)dla r=10"s

Interesujacy jest wykres sktadowej pionowej predkosci filtracji na poziome terenu. Przedstawiono
go na Rys. 13.51. Zgodnie z przewidywaniem, wartos¢ sktadowej pionowej wektora predkosci
filtracji zmienia znak i jest skierowana w dot, w kierunku drenu ujemnego (ssacego) w obszarze
ponad tym drenem oraz w gére w obszarze drenu dodatniego.
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Rys. 13.51. Sktadowa pionowa predkosci filtracji na brzegu obszaru dla t =10"s.



Ad b) Rozwigzanie zagadnienia konsolidacji warstwy pod wplywem obcigzenia
przekazywanego przez sztywna pilyte fundamentowg na grunt pod wplywem budowli
pietrzacej i filtraciji

Zagadnienie odksztatcen osrodka Biota pod wptywem obcigzenia byto tematem licznych
publikacji [Sobczynskiej, 1966, 1967], [Strzeleckiego, 1973a, 1973b, 1973c, 1974b],
[Gaszynskiego, 1978, 1980, 1998], [Gaszynskiego i innych, 1975a, 1975b, 1975¢, 1976, 1977].
Nie znaleziono w literaturze rozwigzan analitycznych, w ktérych jednoczesnie do osrodka
przyktadano by obcigzenie i narzucono gradient wysokos$ci hydraulicznej.

Rozpatrywane przez nas zagadnienie ma charakter dydaktyczny. W zagadnieniach
zwigzanych z procesami rzeczywistymi nalezatoby utozy¢ pewien scenariusz obliczen, zwigzany
z odwzorowaniem proceséw naturalnych, zawierajgcy proces osiadan pod wptywem sit ciezkosci,
proces wzrostu naprezen wywotany budowg konstrukcji budowli pietrzacej i na koncu spietrzenie
wod i wptyw filtracji na proces odksztatcenia — naprezenia. Istniejgce narzedzia informatyczne w
petni pozwalajg na tak zaprogramowany proces analizy zjawisk petzania osrodka porowatego.

Do obliczen przyjeto wielkosci parametrow osrodka identyczne jak w poprzednim przyktadzie
obliczeniowym.

Schemat obliczeniowy oraz siatke elementow skonczonych przedstawiono na Rys. 13.52.

60

30.7

0l |

Rys. 13.52. Geometria zagadnienia i siatka elementéw skonczonych.

Przemieszczenia weztéw siatki w skali skazonej (sktadowe przemieszczenia przemnozono przez
1000) przedstawiono na Rys. 13.53, przy czym przemieszczenia siatki w chwili #=0,01s-
Rys.13.53a) mozna traktowa¢ jako przemieszczenia natychmiastowe, natomiast

przemieszczenia po czasie t =10"s (Rys. 13.53b) reprezentujg przemieszczenia koncowe po
procesie konsolidacji.



Konsolidacja - obciazenie - drenaz Konsolidacja - obciazenie - drenaz

120. & 1201
a) b)
90, B 50.1
604 601
30 4 - 30,4
™ -
0. 0.
-30.+ -30.1
-60. o -60.1
T T T T T ¥ T L T T T T ¥ 1
1] 30. 60 20 120 150 180 210. 0 30. () 0 120 150 180 210
X X

Rys. 13.53. Przemieszczenia siatki elementow skonczonych w skali skazonej po czasie

a)r=0,01s b)r=10"s.

Wektorowe pole przemieszczen w dwoch skrajnych momentach czasowych przedstawiono na
Rys. 13.54. Jak wida¢, pole przemieszczen od poczatku zachowuje ten sam charakter. Obraz
przemieszczen rozni sie jedynie co do wartosci  wektoréw przemieszczenia.
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Rys. 13.54. Pole wektorowe przemieszczen a) 1 =0,01s b)r =10"s.



Ponizej przedstawiono pole wartosci sktadowej poziomej naprezen o dla trzech przedziatow
czasowych: Rys. 13.55a) ¢ =0,1s, Rys.13.55b) # =10000s , Rys.13.55¢)7 =10%s.
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Rys. 13.55. Pole naprezen o dla a)z=0,1s b) 1 =10000s ¢)t =10"s.

Przedstawione rysunki wskazujg na ewolucje naprezen poziomych w czasie.

Wartosci naprezeh majg w catym obszarze znak ujemny (Sciskanie). Ksztatt izolinii naprezen
wskazuje na istotny wptyw na pole naprezen poziomych rozkladu naprezen hydrostatycznych i
filtracji wody przez o$rodek.

Pole naprezenh pionowych dla trzech czasoéw przedstawiono na Rys.13.56a dla r =0,1s Rys.
13.56b dla +=10000s, Rys. 13.56¢c dla ¢ =10"s. Widaé na przedstawionych rysunkach, ze
charakter izolinii naprgzen pionowych o, ulega istotnej zmianie w procesie konsolidacji. Znak

naprezen jest jednak w catym obszarze ujemny, co wskazuje na fakt, ze mamy do czynienia ze
Sciskaniem w catym obszarze konsolidacji. Naprezenia po zakonczeniu petzania osrodka
porowatego pokazuja, ze wielkos¢ naprezen pionowych jest o rzad wielkosci wieksza pod



budowlg pietrzacg niz po stronie odpowietrznej budowli pietrzacej. Latwo sprawdzi¢, ze wraz ze
wzrostem cisnienia hydrostatycznego po stronie spietrzonej wody mamy do czynienia ze
spadkiem wielkosci tych naprezen az do zmiany znaku. Metoda ta moze stuzy¢ do okreslania
warunku granicznego uptynnienia osrodka porowatego, czyli okreslenia strefy przekroczenia
statecznosci filtracyjnej osrodka.
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Rys. 13.56. Pole naprezen o, dlaa) 7=0,1s b) r =10000s ¢)z =10"s.

Istotng role w procesie konsolidacji odgrywa ewolucja w czasie naprezenia hydrostatycznego w
czasie. Ponizej przedstawiono proces ewolucji tego naprezenia dla ¢ =0,1s- Rys.13.57a, dla

t=10000s -rys. 13.57b, dla r=10"s - Rys. 13.57c. Powyzsze wykresy 3D pokazuja, jak w
poczatkowej fazie procesu petzania odgrywa przytozone obcigzenie poprzez sztywng ptyte
fundamentowa, a w pdzniejszym okresie, jaki na ksztatt funkcji ma wptyw rdznica cisnien po
stronie spietrzenia wody i po stronie odpowietrznej budowli pietrzgcej. Koncowy rozktad funkcji
naprezenia hydrostatycznego jest charakterystyczny dla przypadku, gdy mamy do czynienia tylko
z filtracjg wody optywajgcej budowle pietrzaca. Wptyw obcigzenia ciezarem budowli pietrzacej
catkowicie zanika.
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Rys. 13.57. Naprezenie hydrostatyczne w 3D dla a) 7 =0,1s, b) r=10000s, ¢c) t =10"s.

Mimo ze nie zajmujemy sie modelem lepko sprezysto plastycznym ciata Biota obliczy¢é mozemy
zachowanie sie potencjatu plastycznosci G, liniowego modelu Coulomba - Mohra,
zdefiniowanego wzorem:

G:%(al—az)+%(a1 +0,)sing—ccos @, (13.64)

gdzie 0, i 0,, to naprezenia giéwne wyrazone przy pomocy sktadowych tensora naprezenia 0
dla ptaskiego stanu odksztatcenia wzorami:



0-1 :%(Uxx +ayy) +%\/(axx _O-J’Y)z +4Tx)’2’

1 1 : (13.65)
g, ZE(UM +aw) _E\/(Um _Uyy) tar,’.

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy wielkosci potencjatu G w obszarze modelu dla

t=0,1s -Rys.13.58a, r=10000s - Rys. 13.58b, r =10%s - Rys. 13.58c. Obliczenia wykonano,
przyjmujgc wartosci:

« kata tarcia wewnetrznego ¢ =20°,
« kohezji c=10*N/m’.

Wida¢ z wykreséw, ze dla przyjetych wartosci kata tarcia wewnetrznego i kohezji tylko w
momencie poczatkowym wartos$¢ potencjatu jest dla czesci obszaru dodatnia lub rowna zeru, czyli
dla przyjetych parametrow modelu Coulomba mamy do czynienia ze strefg uplastycznienia.
Wystepuje ona pod fundamentem budowli pietrzacej. W dalszym procesie konsolidacji wartos¢ G
przyjmuje jednolity znak ujemny, co wskazuje, ze strefa plastyczna zanika i znajdujemy sie w
zakresie modelu lepko — sprezystego.

. : Konsolidacja - obciazenie - drenaz
Konsolidacja - obciazenie - drenaz a) ! b)
Warunck glastyczosci Coulomb
Wanmek plastyeznosci Coulomb (-146.-574.30)
(-146.-574., 30

P _— -1.860
- — . -1.870
i 9 156G e [ -1880
140 _— - -1830
| 130 e 1 | -1.900
/ 1.20 2 [ | -1910
- ) . s‘ s

. T e | — E
| i 100 £ [ -1.940
[ | 0.90 2 =) [ -1.850
| 0.80 z | " 1960
| 070 S\ | -1970
| 0.60 = | -1.980
| 0.50 £ | -1.990
21 2,000
(07 jg 5 | 2010
| 020 0 I -2.020
N g ) 2030
0.10 £ 2040
0.00 % 2,050
0.10 g 2.060
.20 s 2010
= 080
j jW“ Z 2090
050 & 2100
. 2 3 2110
0.60 2.120
_— 2130
Seale = EG £
50

Seale=E5



Konsolidacja - obeiazenie - drenaz c)

Wanunek: vlas?cmom Coulomb
(-146.,-574_, 30)

Scale =ES5

Rys. 13.58. Funkcja potencjatu Coulomba-Mohra dla: a) 1 =0,1s b) r =10000s ¢)z =10%5s.

Dla zobrazowania pole wektorowego filtracji obserwowano przeptyw filtracyjny w interesujacych
obszarach . Ponizej przedstawiono pole wektorowe predkosci filtracji w okolicy wptywu wéd pod

fundament budowli pietrzacej na Rys. 13.59 dla: a) 1 =10000s b) t =10°s. Widag, ze charakter
pola nie ulega zmianie, jedynie wyraznie ulegaja zmianie (o rzad wielkosci) wartosci wektorow
predkosci. Oczywiscie w fazie poczatkowej predkosci wywotane dziataniem obcigzenia i
gradientu cisnieh hydrostatycznych, sg wieksze i ustalajg sie po uptywie znacznego czasu
konsolidacji. Wykres zmian dylatacji powierzchni terenu przedstawiony zostat na rysunkach
13.60a)-13.60c).
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Rys. 13.513. Pole wektorowe predkosci w okolicy wptywu pod fundament budowli
pietrzacej

a) 1 =10000s b)r =10"s.
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Rys. 13.60. Wykres zmian dylatacji na brzegu dla

a)r=0,1s b) r=10000s ¢)z =10"s.



